I. megoldas. Kossiik 6ssze a tetraéder beirt gombjének O kdzéppontjat a csicsokkal, igy négy 4j tetraéder kelet-
kezik: OBCD, OCDA, ODAB és OABC. Minthogy O biztosan belsé pontja a tetraédernek, azért az OAB, OAC,
OAD, OBC, OBD és OCD haromszoglapok mentén val6é bevagassal a tetraéder (mint tOmor test) a négy uj tetra-
éderre esik szét, és igy K kobtartalma e részek kobtartalmanak 6sszege. Kézenfekvs erre a célra a részek kdbtartalmat
ugy kifejezni, hogy alapnak mindig az O-val szemben fekvs lapot vessziik; egyrészt, mert ezek az eredeti tetraéderrel
kozosek, masrészt mert igy a magassig mindnégy résztestben ugyanaz, éspedig o. Igy, az A, B, C, ill. D csticcsal
szemben fekvs lapok teriiletét ¢y, to, ts, ill. t4-gyel jelolve
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A jobboldali hanyadosokat a (felbontatlan) tetraéder kobtartalménak képlete alapjan is kifejezhetjiik a megfelels
magassagvonalak hosszaval:
o timi ti 1

3 -bol Y du o (i=1, 2, 3, 4).

2) K

Ezeket (1)-be behelyettesitve a b) Osszefliggést kapjuk.

A c¢) sszefiiggeés igazolasa céljara kossiik 6ssze A, B, C, D-t a BC'D lapot kiviilrél érinté gomb O kozéppontjaval.
Igy ismét négy tjabb tetraéderhez jutunk, ezekben O; kozos csiics, Op-gyel szemkozt mindegyikben az eredeti tetra-
édernek egy lapja fekszik, és az O1-bdl kiindulé magassagvonal hossza mindegyikben o;. Mivel O; a BC'D lapnak az
A-val ellentétes oldalan van, a tobbi harom lapnak viszont ugyanazon az oldalan, mint az eredeti tetraéder megfelels
szemkozti csicsa, azért az O1 BCD és az ABCD tetraéderek egyiitt ugyanazt a teret toltik ki, mint a tovabbi barom
1j tetraéder egyiitt. Ennek alapjan az el6z6khoz hasonléan:

majd o1 reciprokat kifejezve:
1 - tl tQ t3 t4
01 3K 3K 3K 3K’
és innen a (2) kifejezések helyettesitésével ¢) adodik.
A ¢)-hez hasonl6 tovabbi harom Osszefliggés a kovetkezs

1 1 1 1 1
(3) — = —+ —,
02 mi ma ms3 my
1 1 1 1 1
—_—=— 4 — — — 4+ —,
03 m1 ma ms3 my
1 1 1 1 1
—_—=— 4 — 4+ — - —.
04 mi mo ms my

Ezeket c)-vel 6sszeadva, majd b) figyelembevételével
1 1 1 1 1 1 1 1 2
=t = —=2(—+—+ —+— ) =1,
o1 Q2 03 04

és evvel az a) Osszefiiggést is igazoltuk.
Szodoray Erzsébet (Debrecen, Kossuth L. lg. IV. o. t.)
II. megoldas: A ¢) Osszefliggést igy is igazolhatjuk: fektessiink a BCD lappal parhuzamos érintésikot a BC'D

lapot kiviilrél érinté O kozepd gombhoz, és jeloljik e siknak az AB, AC, AD egyenesekkel valoé metszéspontjait sorra
B, C1, Di-gyel (1. abra).
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A kapott AB;C1D; tetraéder nyilvan hasonlo az ABC D-hez, a B1Cy D1 lapjahoz tartozé magassaga mi +291, végiil
az O gomb ennek beirt gombje. Mivel a megfelel6 hosszanti méretek ardnya a hasonlésaghoél kovetkezden megegyezik,
igy
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Itt a jobb oldalon a b) jobb oldalanak behelyettesitése és Gsszevonas utan c) jobb oldalat kapjuk.
Viarallyay Ldszlé (Mosonmagyardvar, Kossuth L. g. IV. o. t.)

Megjegyzés: A b) és ¢) Osszefliggés specialis esete egy a fentiekhez hasonldan igazolhato altalanosabb Gsszefiiggésnek.
Ismeretes, hogy ha az ABC D tetraéder belsejében levd tetszoleges P pont tavolsaga az A, B, C', D csticsokkal szemkozti
lapoktoél rendre pq, pp, pe, Pd, tovabba az A, B, C', D cstcsokbdl kiindul6 magassagvonalak hossza mg, my, me, mq,
akkor

Po | Bb  Pe | P4y
mq my mec mq

Ha viszont P a tetraéderen kiviil van, akkor minden olyan laptol vett tavolsaga, amelynek a tetraéderrel ellentétes
oldalan helyezkedik el, az egyenléségben negativ eljellel veendd (ilyen harom is lehet; lasd K. M. L., 1(1947-48), 123.
oldal, 133. feladat). Az allitas konnyen bizonyithat6 résztetraéderekre bontassal.
Irjuk fel ezt az Osszefiiggést a beirt gomb kozéppontjara, majd a BC'D lapot kiviilrsl érint6 gomb kozéppontjara.
Ekkor
Ly 2 ey oy e a ey
mia mo ms may mia mao ms my

és innen p, ill. p1-gyel valo osztassal b) ill. ¢) adodik.
Bérnkopf Rudolf (Bp. IX., Jozsef A. gépip. t. IIL o. t.)



