I. megoldas: Fejtsiink ki egy tetsz6leges harmadrendd determinanst.
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A determinans minden eleme két tagban, egy pozitiv és egy negativ elGjellel irt tagban szerepel. A negativ elGjeli
tagok értéke csak akkor pozitiv, ha benniik egy vagy harom determinéns elem negativ. Az utols6 harom tag tehat
pozitiv, ha a determinéns elemek koziil pdratlan szami negativ, a tobbi pozitiv. — Viszont igy az elsé harom taghol
legalabb 1 negativ értékid, mert ha mindegyikben paros szami negativ elem volna, akkor a determinans negativ
elemeinek szama is paros lenne.

Ezzel igazoltuk allitdsunkat: a harmadrendi determinans elemeinek elGjelét nem lehet igy megvéalasztani, hogy a
kifejtés minden tagja pozitiv legyen.
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II. megoldas: Mivel olyan determinanst kell keresniink, melynek minden kifejtési tagja pozitiv, elég csak olyan
determinénssal foglalkozni, amelynek egyik eleme sem 0.
Tekintsiik a determindnsnak az I. megoldasban kifejtett alakjat és képezziik a hat kifejtési tag szorzatat:
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Barhogyan valasztjuk is meg az elemek elGjelét, az el6bbi szorzat negativ értéket ad. De ez azt mutatja, hogy az
Osszeszorzott hat tag kozott volt — mégpedig paratlan szamu — negativ elGjeld, s igy legalabb egy tag pozitiv koziiliik.

Megjegyzések: 1. A bizonyitott tételbsl az is kovetkezik, hogy a harmadrendi determinans elemeinek elGjele nem
véalaszthatéo meg gy sem, hogy minden kifejtési tag negativ legyen. Hiszen ha ez lehetséges volna, akkor abban a
determindnsban, melyben minden tag elGjelét ellenkezére valtoztatjuk, az 6sszes kifejtési tagok pozitivak volnanak.

2. Felmeriil a kérdés, vajon csak a harmadrendi determinins esetében igaz-e az allitas, vagy altalanosithat6-e nem
harmadrendd determinansokra is?

Masodrendd determinédns tagjaira nem teljesiil az allitas, mert pl. olyan masodrendd determinansban, amelyben a
maésodik sor els6 eleme negativ, a t6bbi mind pozitiv, a kifejtés mindkét tagja pozitiv lesz.

Bebizonyitjuk azonban, hogy n > 3 esetén az n-edrendid determindns elemeit nem vdlaszthatjuk meg gy, hogy a
kifejtés sordn kapott valamennyi tag értéke pozitiv (negativ) legyen.

A bizonyitas teljes indukciéval torténhet.

n = 3 esetén az allitdst mar bizonyitottuk.

Tegyiik fel, hogy n = k esetén igaz az allitas, azaz tetszleges k-ad rendd determinédns tagjai nem lehetnek mind
pozitiv vagy mind negativ elGjeldek.

Fejtsiink ki egy (k+1)-edrendii determinanst pl. elsd sora szerint. A kifejtésben k41 szamu k-ad rendd determinans
szerepel egy-egy szorzdval (az els6 sor elemeivel) megszorozva. Mivel a k-adrendd determinansok tagjaiban feltétlentil
vannak ellenkezd el6jeltek, ezek tetszbleges (nem nulla) szorzéval valo megszorzas utan is ellenkezd el§jeltiek maradnak,
vagyis a kifejtés minden, egy k-adrendd determinansahoz tartozoé részletében mar szerepelnek ellenkezé elGjelid tagok.
A (k + 1)-edrendd determinans tagjai sem lehetnek tehat mind azonos elGjeldek.

Ezzel a tételt bizonyitottuk.



