I. megoldas: Feladatunkat koordinata-geometria segitségével oldjuk meg.
Legyen a kupszelet kdzépponti helyzeti, akkor az egyenlete:

(Az egyenlet a < c esetén hiperbola, a > ¢ esetén ellipszis, ¢ = 0 esetén pedig kor egyenlete. Kor esetén a fokuszok egy
pontba, a kor kézéppontjaba esnek.)
A (¢, 0) és a (—c¢, 0) fokuszokon atmend kor (1. abra) kozéppontja az Y tengelyen van, legyenek koordinétéi (0; v),
igy egyenlete:
22+ (y —v)? =0v* 4+ 2.

1. dbra

A cstcsérint6k a kort a +a abszcisszaja, az egyenletbdl kiszamithatoan v + /02 + ¢2 — a? ordinataju pontban
metszik. (Ellipszisnél csak akkor van 4 metszéspont, ha v 4+ ¢ > a?, vagyis a kor sugara nagyobb a nagytengely
0 . 24+ 2 —a?

felenél.) A téglalapatlok az Y tengelyt a (0; v) pontban metszik és irdnytangensiik (1. az 1. abrat) LVrTe - @

)
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az egyik atlo egyenlete tehat
V22— a2
Yy = 7’0 te a xr + .
a

Ezt a kupszelet egyenletébe helyettesitve:

a® —a*(a* - *) =0.
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Ebbdl z-re a kovetkez masodfokiu egyenletet kapjuk:

ve? + 20002 + 2 — a2z + a*v? — a*(a® — ) = 0.
Az egyenlet diszkriminansa
4a*0* (v* + ¢ — a?) — 40*(a*v? — a* + d®c?) = 0.

A kupszeletnek és az egyenesnek tehat csak egy kozos pontja van, vagyis az atld egyben érintd is.

Ugyanigy igazolhato allitasunk a mésik atlora is (illetSleg a kupszeletnek és a két atlonak az Y tengelyre valo
szimmetriajabol ez mar kovetkezik is).

A korré fajulo ellipszis esetét belevettiik a targyalasba. Ezzel tehédt az Gsszes lehetséges esetet kimeritettiik.
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II. megoldas: Ismeretes a hiperbolara és ellipszisre érvényes kovetkez6 tétel: az egyik fokuszpontnak barmely
érint6re vonatkozo tiikkdrképe rajt van a méasik fokuszbol rajzolt, 2a sugart, an. vezérkordn; és forditva: az egyik fokusz
és a masikbol rajzolt vezérkor egy pontja altal alkotott szakasz felezSmerélegese érinti a kipszeletet. Feladatunk
bizonyitésara az emlitett megforditast fogjuk felhasznélni.

Legyenek a csucsérintsk altal meghatarozott téglalap atloi MK, ill. LN (2. dbra).



2. dabra

Szimmetria okokbol elég pl. az M K &tloval foglalkozni. Az F, fokusz tiikorképe az MK &tmérére Fy.
a) Hiperbola esetén M K N< = FjF»F) <, mert szaraik mer6legesek egymasra. Egyenls szogekhez a korben egyenld

hurok tartoznak, igy
F1F2I =MN = A1A2(: 2(1).

Ezzel bizonyitottuk, hogy Fj rajt van az Fy kiozéppontt, 2a sugart vezérkoron, s igy az emlitett tétel szerint a
KM atl6 valoban érinté.

b) Ellipszis esetén nyilvan csak akkor kapunk 4 metszéspontot a csicsérint6kon, ha a kor atmérGje nagyobb az
ellipszis nagytengelyénél.

3. dbra

Ugyanigy, mint el6bb (3. abra):
MEKN< = FyFyAs<a = 180° — FyFo i <,

s ezért
FlFQI =MN = AlAQ(: 2a)

Ezzel a bizonyitast erre az esetre is elvégeztiik. A meggondolas érvényes marad arra az esetre is, ha a kor érinti a
csucsérintGket.

Ha az ellipszis éppen kor (fokuszai egybeesnek a kozépponttal), akkor a mésodik kor érinti a ,nagytengelyt” (at-
mér6t) a kdzéppontban. Ez esetben FyFy = OF4 = 2r (r a kor sugara) adodik, és e szakasz felez6 merdlegese valoban
érinti a kort.
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