I. megoldas: Vonjuk ki az elsG egyenlet négyzetébsl a masodik egyenletet, akkor a
4a’yz + 6zy’z + 122y22 + 18y%2° = 0
egyenlethez jutunk. Felhasznalva az els6 egyenletet, alakitsuk at ezt a kifejezést szorzatta:
4atyz 4 62y’ 2 + 120y2% + 18y 2% = 2y2(222 + 3xy + 622 + 9y2) =
= 2yz(22”% — 18) = 4yz(z* — 9) = 0.
Egy szorzat értéke akkor nulla, ha valamelyik tényezGje nulla, vagyis egyenletiinknek akkor van megoldéasa, ha az
a) y=0, b) z=0, ¢c) ¥2—9=0

esetek egyike 4ll fenn.
Vizsgaljuk meg ezeket az eseteket kiilon—kiilon.

a) Ha az y = 0 értéket az els6 egyenletbe helyettesitjiikk, kapjuk, hogy 22z = —6, azaz xz = —3. A masodik

egyenletbe helyettesitve az 22?2 = 9, a harmadik egyenletbe helyettesitve pedig a z°2% = —27 értékeket kapjuk.
Azonnal lathato, hogy ha az els6 egyenletbe tortént helyettesitésnél kapott feltétel teljesiil, akkor a t6bbi is, tehat
minden olyan értékharmas kielégiti az egyenletrendszert, amelyben y = 0 és xz = —3.

b) Legyen z = 0. Az el6bbi modon eljarva azt kapjuk, hogy az egyenletrendszert olyan értékharmasok is kielégitik,
amelyekben z = 0 és xy = —6.
¢) Ha 22 —9 =0, akkor z = £3. Legyen el6szor « = 3. Ezt az értéket az els6 egyenletbe helyettesitve, kapjuk, hogy

3y + 6z + 3yz = —6,

ahonnan
y+2z+yz+2=ylz+1)+2(z+1)=(y+2)(z+1)=0.

Tehat ha x = 3 és y = —2, akkor z tetszleges értéket vehet fel, és hasonléan ha z = 3 és z = —1, akkor y vehet fel
tetszbleges értéket.
Legyen most z = —3, ekkor az elsd egyenlet

—3y — 624 3yz = —6,

azaz
—y—2z4yz+2=ylz—1)-2(z-1)=(y—2)(»—1) =0.

Tehat ha x = —3 és y = 2, illetve x = —3 és z = 1, akkor z, illetve y tetszdleges értékii lehet.

Behelyettesitéssel meggy6zédhetiink, hogy a talalt gyokok a masik két egyenletet is kielégitik.

Eredményeinket Gsszefoglalva a kovetkezsket allapithatjuk meg: Az egyenletrendszernek végtelen sok gyokharmas
tesz eleget, amelyek kozott a kdvetkezs Gsszefiiggések allanak fenn:

1. y =0, x és z egyike tetsz6leges, de xz = —3.
2.z =0, x és y egyike tetszéleges, de ry = —6.
3.2 =3,y = —2 és z tetszGleges.
4. x = -3, y = 2 és z tetszGleges.
5.x =3, z=—1 és y tetszGleges.
6. x = —3, z =1 és y tetszGleges.

Behelyettesitéssel konnyen meggy6zddhetiink arrol, hogy az igy alkotott gyokharmasok valéban kielégitik az egyen-
letrendszert.

Szdsz Domokos (Bp. V., E6tvos g. II. o. t.)

II. megoldas: Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
Ty = a, 20z =10 és 3yz = c.
Egyenletrendszeriink ekkor a kovetkezs alakot veszi fel:

a+b+c=-6
a?+b2—c? =36
a® + b3 + & = —216.

Hasznaljuk fel a kovetkezd konnyen igazolhatd azonossagot:

(a+b+c)® = (a® +b° + &)

3(a+b)(b+c)(c+a).



(lasd pl. Matematikai Szakkori Feladatgytjtemény c. szakkori fiizet, Tankonyvkiadoé 1953, 60. old. 23. p.).
Mivel esetiinkben

(a+b+c)’ =a®+b>+ & = —216,

ezért
(a+b+c¢) = (a®+ >+ ) =3(a+b)(b+c)(c+a)=0.

Ez csak ugy &ll fenn, ha valamely zarojeles kifejezés nulla. Vegyiik sorra az eseteket:
1. Ha ¢+ a = 0, vagyis ¢ = —a, ekkor a masodik egyenletbsl

a? +bv% —a® =36,
b= =£6.

Mivel a pozitiv gyok a harmadik egyenletet nem elégiti ki, igy a kovetkezd gyokokhoz jutunk:

(1) a = zy = k (tetszéleges)
(2) b=2xz= -6
(3) c=3yz = —k.
A k = 0 eset csak akkor allhat fenn, ha y = 0 és ekkor zz = —3, vagyis z és z egyikének tetszéleges megvalasztasaval

a mésik — mivel szorzatuk adott — mar egyértelmien meghatarozott.
Ha k # 0, akkor az (1) egyenletet a (3) egyenlettel elosztva az x = —3z egyenlethez jutunk. Helyettesitsiik = értékét
(2)-be, ekkor z = +1.
A gyokok tehat:
x = =£3, z = Fl1, y tetszdleges.

2. Ha b+ ¢ = 0, vagyis b = —c, akkor az el6z6 esethez teljesen hasonléan a = —6, és

a=zy=—6
b= 2xz = m (tetszGleges)

c=3yz = —m.

Ha m = 0, akkor z = 0 és xy = —6 (vagyis z és y egyike tetszsleges, de szorzatuk —6).
Ha m # 0, akkor
x = =£3, y=F2 és z tetszbleges.

3. Ha a + b = 0, vagyis a = —b, akkor a harmadik egyenletbsl ¢ = —6, de ebben az esetben a masodik egyenlet
nem teljesiil, tehat

a+b=uzy+2zz #0.

Ez az eset tehat tjabb gyokoket mar nem szolgaltat.
Lathato, hogy pontosan ugyanazokat a gyokrendszereket kaptuk meg, mint az I. megoldasban.

Gyene Andrds (Bp. VIIL., Széchenyi g. II. o. t.)



