I. megoldas: Négyszog 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy barmely oldala kisebb legyen a maésik
harom oldal 6sszegénél. Jeloljiik a négyszog oldalait x, y, z, u-val, és legyen a keriilete x + y + z + u = 2s. A fentiek
szerint

T<y+z-+u.

Mindkét oldalhoz x-et adva, és 2-vel osztva nyerjiik, hogy
T <Ss.

Teljesen hasonléan adédnak az
y < s, z <S8, u<s

egyenlGtlenségek. Mivel az itt végzett atalakitasok visszafelé is elvégezhetSk, azért e négy egyenlGtlenség kifejezi a
négyszog létezésének sziikséges és elégséges feltételét.
Feladatunk tehat igy is fogalmazhaté: Mi annak valoszintisége, hogy egy egységnyi szakaszt taldlomra z, y, 2z, u
részekre osztva
<1 <1 <1 <1
< = - z< = u< =.
2 YTy 2 2
Abrézoljuk a derékszogt koordinata-rendszerben az
r4+y=1—(z+u)

fiiggvényt, hol z-t és u-t egyel6re dllandonak tekintjiik. Ez nyilvan egy egyenes, amely mind az x, mind az y tengelybdl
1 — (2 4+ u) hosszusagu szakaszt vag le. Mivel 1 — (z 4+ «) maximuma 1, és minimuma 0, azért az Osszes lehetséges
eseteket az O (0; 0), A(1; 0), B(0; 1) pontok altal (1d. az abrat) meghatarozott haromszog belsejében levs pontok
jellemzik.
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Az el6bbiek értelmében kedvezsk csak az olyan (x; y) pontok, amelyekre nézve

1 1

1 - —.
(1) r<g y<g

Most két egyenls esélyes, vagylagos esetet kell megkiilonboztetni:
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(a‘) 17"’925, vagy
1

1
(a) Azx+y> 3 egyenlGtlenségnek eleget tevs pontok az
L]
x =-
Y73
egyenesnek ellenkezd oldalan vannak, mint az origo.

2
natai (és csakis ezek) elégitik ki mind az (1), mind az (a) kévetelményt. De ha (a) teljesiil, akkor

1 1 11
Tehat a C 5; O), D (O; —) és B (5; 5) pontok altal meghatéarozott haromszog belsejében fekvs pontok koordi-
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1 1
és igy 2z < 2 és u < 3 is teljesiil.
Tehat az (a) esetben a CDEA teriilete torve az AOBA teriiletével adja meg a négyszog létezésének valoszintisegeét,
vagyis

RNy
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A (b) esetben z+u > > és most az el6bbi meggondolasokat egy z és u tengelyd derékszogi koordinata-rendszerben

végezve el a (z;u) pontokra, ugyanigy kapjuk, hogy

1
Vp = Z
Tehat a keresett valoszintség
11 1
’U—’Ua—f—’Ub—Z—f-Z_E.
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II. megoldas: Egyszeri és elegins megoldashoz jutunk, ha felhasznaljuk a kovetkezs segédtételt: A szabélyos
tetraéder egy belsé pontjanak a négy oldallaptol valé tavolsdgainak Osszege a tetraéder magassagaval egyenls.
Legyen ugyanis a tetraéder magassaga m, egy oldallap teriilete ¢, a P pont tavolsidga az oldallapoktoél rendre mg,
mo, ms és my. A P pont mindegyik oldallappal egy haromoldala galat hataroz meg. E 4 részgula kobtartalmainak
Osszege egyenlS az eredeti tetraéder kobtartalméaval. Tehat
tmy tmo tms tmy tm

3 3 3 3 3

ahonnan
mi + mo + ms + mg = m.

Legyen az adott szakasz m, és tekintsiink egy m magassagu szabalyos tetraédert. E tetraéder minden belsé pontja-
nak az oldallapoktol mért my, meo, ms, my tavolsagai— a segédtétel szerint — m-nek egy lehetséges felbontasat jellemzik.

m
Kedvezsek, csak azok a pontok (amint azt a I. megoldasban lattuk), amelyekre nézve m; < 5(2 =1,2,3,4). A ked-
vez$ pontok tehat a tetraéder éleinek felezGpontjai, mint csicsok altal meghatarozott oktaéder belsejében vannak. A
keresett valoszintiség tehat az oktaéder és a tetraéder kobtartalmanak aranya.
Legyen a tetraéder kobtartalma K. Az oktaéder ugy keletkeztethets, hogy az eredeti tetraéderbdl a 4 élfelezdsik altal
K

7

3
1
lemetszett 4 félélhosszisagu szabalyos tetraédert eltavolitjuk. Utobbiak mindegyikének kobtartalma <§> K =

7

8
és igy a 4 lemetszett tetraéder kobtartalmanak Gsszege = A megmaradt oktaéder kobtartalma tehat K — 7=73

vagyis a keresett valoszintiség
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