I. megoldas: Legyen a tetraéder kobtartalma K, felszine F', a beirt gomb sugara o, a lapokhoz tartozoé testmagas-
sagok rendre mq, ma, ms, my, akkor (mivel a gala sikmetszeteinek teriiletei ugy aranylanak, mint a gila csiucspontjatol
a metszsikokig mért tavolsagok négyzete):
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Bebizonyitjuk, hogy itt a szamlalo legalabb akkora, mint a nevezs. Mivel
2 2 2 2 2 2
(1) (t1 —t2)" + (t1 —t3)" 4+ (t1 —ta)” + (ta — t3)" + (t2 —t4)” + (t3 — t4)” > 0,
igy
3(t] + 13 + 13 +13) > 2(t1ta + tits + tits + tats + toty + tats).
Mindkét oldalhoz (13 + t3 4 t3 + t3)-et hozzaadva

A+ 2+ 12413 > (b +ta + 13+ 1a)7,

azaz tényleg

524(t%+t§+t§+t§2) > 1.

(t1 +ta +t3 + t4)

Egyenldség jele akkor és csakis akkor érvényes (1) szerint, ha

t1 =ty =13 = t4.

Ebbdl azonban nem kovetkezik, hogy a tetraéder szabalyos, elégséges feltétel mar az is, hogy a koriilirt gémb és
a beirt gomb kozéppontjai azonosak, amikor is — mint ismeretes (ld. K. M. L. 592. feladat, IX. kotet 111. oldal) — a
tetraéder négy lapja egybevago.

Kristof Liszlo (Mosonmagyarévar, Kossuth g. IIL o. t.)

II. megoldas: Bebizonyitjuk a feladatnél &ltalanosabban a kovetkezst: legyen a P Po P3Py tetraéder egy belsé
pontja O. Az O pontra vonatkozé tiikorképe a Q1Q2Q3Q4 tetraéder. Ez utobbi tetraéder sikjai messék ki az el6bbi
tetraéderbdl rendre a 71, T2, T3, T4 teriiletdi haromszogeket, amelyeket B1C1 D1, AsCoDs, A3BsD3 és AyByCy-gyel
jeloliink (lasd az abrat). A CyDs, B3Ds és B4Cy egyenesek hatérolta BjC| D) haromszog a Bi;C;D; héromszog
tiikorképe. A haromszog teriiletét ugyantgy jelolve, mint a haromszogeket:

T3 E o B{C{Dll + AQCQDQ + AgB3D3 + A4B4C4-

t1  ta  l3 4 tq to t3 ty

A levagott tetraéderek mind hasonloak az eredetihez, azért

AQCQDQ _ PQCQDQ AngDg B P4B4C4
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ta ty t3 tr 7 ta ty

és igy

- BiCiDll + P,CyDy + P3sB3Ds + PyB,Cy
= 0 .
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E tort szamlalojaban szereplé haromszogek azonban fedik a tq-et, s6t — azonfeliill — egyes részeket kétszeresen
fedhetnek (pl. az abraban a vizszintesen srafozott két haromszog), vagy tulnyulhatnak (az abraban a fuggtlegesen

srafozott haromszog). Tehat tényleg
S>1.

Ha a Qi a tetraéder belsejében van, akkor a BjC} D} haromszoget tartalmazza a masik harom haromszog, és igy

még 3 -nal sem lehet kisebb az S Gsszeg.

Mivel a B{C{D] A oldalai parhuzamosak a Py P.Ps A oldalaival, azért egyenléség csak akkor dllhat fenn, ha a
B1C1D; pontok élfelezé pontok, vagyis O sulypont. A feladat feltételei mellett tehat S értéke akkor 1, ha a beirt
gémb kozéppontja egybeesik a silyponttal. Mivel a silypont tavolsdga az egyes oldallapoktol az oldallaphoz tartozé
testmagassag negyedrésze, igy a beirt gdmb kozéppontja akkor és csak akkor esik egybe a sulyponttal, ha a négy
testmagassag, és igy a négy oldallap teriilete is egyenls. Ezzel éppen az 1. megoldas feltételéhez jutottunk.

Németh Jozsef (Esztergom, Ferences g. III. o. t.)



