I. megoldas: Legyen P a BC iven. A PD egyenes az ABP haromszog P cstucsahoz tartozo belss szogfelezGje, mert
a félkorivhez tartozo (tehéat derékszogl) APB keriileti szoget két, egyenként egy-egy negyedkorivhez tartozo (tehat
45° — 45°-0s) szogre bontja (1. abra).

1. dbra

Mivel PD felezi az AP B szoget és Thales tétele értelmében PD 1 PC, igy PC felezi az AP B< mellékszogét, azaz
PC az ABP haromszog kiilsé szogfelezGje.

Mivel a haromszog barmelyik szogpontjahoz tartozo belsd és kiils6 szogfelezd olyan pontokban metszi a szemkozti
oldalt, amelyeknek az osztoviszonya egyenls nagysagu, de ellenkezs elGjeli (Karteszi: A Menelaos- és Ceva-féle tétel,
K. M. L. XI. két., 3—4. sz. 67. old.), azért

(ABY): (ABX) = 2. (—9> =1

a a

Igy az A, B; X, Y pontok valoban harmonikus pontnégyest alkotnak.

A pontok mozgasanak jellemzése:

Fusson P a BC iven C felé. Ekkor X az AB-nek B-n tili meghosszabbitasan fut B-t6l tdvolodva, Y pedig BO-n
a kor kozéppontja felé halad.

Ha P = C, akkor Y az O-ban van, és a PC egyenes parhuzamos AB-vel, az X metszéspont nem is lép fel,
(ABX)-nek nincs értelme.

Ha P tovabbhalad a C'A iven, akkor az el6bbi abranak a C'D atmérdre vonatkozo tiikkérképét kapjuk. Tiikrézéskor
az osztdviszony és igy a pontnégyes harmonikus volta is valtozatlanul megmarad. X az AB-nek A-n tuli meghosszab-
bitasan kozeledik A felé, Y az O A szakaszon kozeledik ugyancsak A felé.

Ha P = A, akkor X = AésY = A.

Ha P az AD iven D felé halad, akkor az els§ dbranak az O pontra vonatkozoé tiikkorképét kapjuk. X az A-tol befelé
tavolodva O felé, Y pedig A-tol kifelé tavolodva mozog.

Ha P = D, a PD egyenes parhuzamos AB-vel, X az O-ban van, és most az Y metszéspont nem 1ép fel, vagyis
(ABY )-nak nincs értelme.

Ha P a DB iven mozog, akkor az 1. dbra AB-re vonatkozo tiikorképét kapjuk. X az O-bol B fele, Y kiviilrél
ugyancsak B felé halad.

Ha P a B-be érkezik, B, X és Y ismét egybeesnek.

Megfigyelhetjiik, hogy mig a P pont befutja a teljes kort, addig X is, Y is mindig egy-egy iranyban haladva egyszer
végigfut az AB egyenesen. X és Y egymashoz képest mindig ellenkezs iranyban mozog, és A, ill. B-ben talalkoznak.
Ha valamelyikiik O-ban van, akkor a méasik nem lép fel (a ,végtelen”-ben van).

Megjegyzés: Ha a k kor sugarat r-rel és az X és Y pontoknak O-t6l mért tavolsdgat x és y-nal jeloljik, akkor a
—(ABX) = (ABY) igy irhato:
r+x r+y
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Ilyenkor azt szoktuk mondani, hogy X az Y pontnak (illet6leg forditva: Y az X pontnak) inverze a k kérre vonatko-
z6lag.
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II. megoldas: Messe a PB egyenes az AC egyenest a Z pontban (2. abra).

2. dbra

Az ABZ héaromszogben AP és BC magassagvonalak. Igy M a haromszog magassagpontja. BPM ¢s DOY harom-
szOgek hasonldak, mert derékszogiiek, és C BP< = CDP< mint a PC ivhez tartozo keriileti szogek. Ezért PM B< =
= OY D« = PY B<, vagyis BPMY harnégyszog. De akkor MY 1 AB, és mivel M a magassagpont, ezért a ZM és
Y M egyenesek egybeesnek, tehat ZY az ABZA harmadik magassagvonala.

Az ABZ haromszogre és az M pontra alkalmazva Ceva tételét:

(1) (ABY)(BZP)(ZAC) =1,

az ABZ haromszogre és az X PC egyenesre alkalmazva Menelaos tételét:

(2) (ABX)(BZP)(ZAC) = —1.
(2) és (1) hanyadosa:
(ABX) )
(ABY) ~
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