E feladat igen termékenynek bizonyult. Nagyon sokféle megoldés érkezett be. Legtobbnyire a cosinus-tételt hasz-
naltak fel a megoldok (tobbféleképpen is), de tobb masfajta megoldas kozott szerepelt az a? + b* + ¢ 4 d* = e*+

+ % +4g¢? sszefiiggés, ahol g az atlok felez6pontjainak egymastol valo tavolsaga, valamint a salyvonal hosszat megado
2b2 2 2 2
azonossag | s2 = #, lasd 510. sz. feladatot, VI. kot. 88. old. 1953. nov.) is. A sokféle megoldashol az

alabbi harmat valasztottuk ki, mint a legegyszeriibbeket és a legfrappansabbakat. Ezek koziil a legegyszertibb a tétel
altalanositasat is lehet6vé teszi.

I. megoldas: A betiizést az 1. dbra mutatja.

1. dbra

Az egyik parhuzamos (pl. a CD = ¢) oldalt merd&legesen felezs egyenesre tiikrozzitk az AD és BC szarakat, nyerjik
az AA'CD, ill. B'BCD egyenlGszéaru trapézeket.

AA'=AB - A'B=a -z,
B'B=AB+BA=a+x.

Ezen egyenlGszart trapézekre, mint hirnégyszogekre, alkalmazva Ptolemaios tételét
(1) e? =d? + cla — ),
(2) f2=0+cla+2).

(1) és (2) Gsszege
e? + 2 =b? 4+ d? + 2ac

szolgéltatja a bebizonyitandé tételiinket.

Dancs Mdria (Bp. II., Haman Katalin 1g. IV. o. t.)
Szeidl Béla (Bp. VIIL., Apaczai Csere g. III. o. t.)

II. megoldas: Ismeretes, hogy egy cstcsbdl kiinduld két haromszogoldal barmelyikébé6l és a masodik oldalnak az
elgbbi oldalon levs mer6leges vetiiletébdl alkotott egy-egy téglalap teriilete egyenls (b - ccosa = ¢ - beosa). Ez igaz
akar hegyes-, akar tompa-, akar derékszoget zar be a két oldal. (Utobbi esetben mindkét téglalap teriilete kiilon-kiilon
0.) Ilyen médon barmely haromszognek mind a harom cstucspontjanal keletkezik 2-2 ilyen egyenld teriileti téglalap.

Alkalmazzuk e tételt ABCD trapézink ABC (2. dbra) és ABD (3. abra) haromszogére. Mindkét abraban az
egyenld teriiletd téglalapokat ugyanazzal a romai szammal jeloltiik. IIT =1V +V és VII =1+ V.
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2. dbra



A 2. 4bran az el6bbiek alapjan

=T+ =I14+IV+V, é b =I+IL

A 3. dbran
fA=VI+VII=VI+I+V, & d°=IV+VL

Tehat
€+ 2= (I+1ID) + (IV+ V) + 2.V = b + d° + 2ac.

Pesti Andrds (Bp. XI., Jozsef A. g. IIL. o. t.)

II1. Megoldas: Pythagoras-tétele is elegendd tételiink bizonyitasahoz, s6t altalanositasdhoz is. Hazzuk meg a C'
és D pontokbdl a trapéz m magassagat.

A bettizést a 4. 4bra mutatja.

(3) e2=m?+ (a—2)* =m? + a® — 2az + 22,

(4) P=m?+(c+2)* =m?+ 2+ 2cx + 22,

(5) v =m? + 22,

(6) P =m?+(a—c—1z)?=m?+ad®> - 2ac+c — 2ax + 2cx + 2°.

Tehat (3) és (4) Osszege
e+ f2=m?+ 2%+ (m? +a® + & — 2ax + 2cx + 2?).
A jobboldalon az els6 zarojelben levs kifejezés értéke (5) alapjan b%, a masodik zardjelben levé kifejezés értéke (6)

alapjan d? + 2ac, és igy
e? + f2 =b% + d* + 2ac.



Megjegyzés: Megmutatjuk, hogy altalanos négyszoghen
e? + f2 =0 + d* + 2accosey = a® + ¢ + 2bd cosea,

ahol €1 az a és ¢, €3 a b és d oldalak altal bezart szog. (Jelen feladatunk allitasa ezen altaldanosabb tételnek specialis
esete, midén £; = 0.)
A bizonyitas az elébbihez hasonlo.

5. dbra

A bettizést az 5. abra mutatja.

(7) my =b* — 22 = e — (a — x)?
(8) my =d?> —y* = f? — (a —y)?
(7)-bél

(7 2ax = a® + b? — €2,
(8)-bol

(8" 2ay = a® + d* — f2.

(7") és (8') Osszege
2a(x +y) = 2a% + b> +d* — * — f2,

amibdl
2+ f2=v+d*+2a(a—x—y),

de a —x —y = DC’ = ccoseq, és igy
e? + f2 = b* 4+ d* + 2accose;.

Hurkolt négyszog esetén e helyébe annak kiegészits szoge 180 — 1 1ép. Hurkolt trapéz esetén, cos 180° = —1 miatt,
e? + f2 =b% + d* — 2ac.

Rizga Tamds (Bp. II., Rakoczi g. IIL. o. t.)



