I. megoldas: Legyen a kivalasztandd harom szakasz a, b, ¢ < 1. Minden lehetséges kivalasztas egy szamharmassal
jellemezhets. A skedvezG« és »lehetséges« esetek Gsszehasonlitasa céljabol ezeket alkalmas moédon abréazolni fogjuk.

A szamharmasokat kozvetleniil dbrazolhatjuk térbeli koordinatarendszerben a tér egy-egy pontjaval (lasd a IL
megoldast). A sikbeli koordinatarendszer kézvetleniil csak szampérok abréazolasara alkalmas. Ezért egyelére az egyik
oldalt, pl. a-t allandonak tekintjiik, és megvizsgaljuk, mi a valészintisége annak, hogy rogzitett a mellett, valtozéd b
és c-vel haromszoget lehessen szerkeszteni. A rogzitett a-hoz tartozd (b, c) szampéart a szokasos modon derékszogi
koordinatarendszerben abrazolhatjuk oly ponttal, melynek abszcisszaja b, ordinataja ¢ (1. abra).

c=b-a

A haromszog megszerkeszthet&ségének feltételei

(1) c<b+a;
(2) c> —b+a;
(3) c>b—a.

Az (1) feltételnek adott a mellett a ¢ = b+ a egyenes (az egyenes irdnyhatarozoja 1, az ordinata-tengelybdl
lemetszett szakasz: a) alatt fekvs pontok tesznek eleget. A (2) feltételnek a ¢ = —b + a egyenes folgtt fekvs, a (3)
feltételnek a ¢ = b — a egyenes falott fekvs pontok tesznek eleget. Mindharom feltételt kielégits és az egységnégyzet
belsejébe es6 pontok Osszessége alkotja a kedvezs eseteket, rogzitett a esetén. (Az 1. dbran a srafozott ¢ teriilet). Az
Osszes lehetséges esetet pedig az egységnégyzet teriiletével (T = 1) jellemezhetjiik. Eszerint, rogzitett a mellett, az
szerkeszthet&ség valdszintisége
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Ez a valoszintiség csak a megvalasztasatol fiigg (1. alabbi » Megjegyzés«-t).

Tekintsiik ezutan a-t valtozénak és abrazoljuk V,-t, mint a fliggvényét. Ezen az dbran valamely rogzitett abszcissza-
hoz tartoz6 kedvezs eseteket a V, ordinéta, ugyanezen abszcisszahoz tart6zé lehetséges eseteket egységnyi ordinata
szakasz abrazolja, igy az a valtoztatasaval létrejovs Osszes kedvezd esetek a gorbe alatti t teriilettel, mig az Osszes
lehetséges esetet az egységnégyzet teriiletével (T = 1) jellemezhetjiik.
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2. dbra

(4)-bél leolvashatjuk, hogy a gorbe képe parabola, melynek — mint ismeretes — maximuma van az a = (—2) : (=3) =

2
3 helyen, ahol V,, maximalis értéke 3 (2. abra). A gorbe alatti teriilet I része az OBCD négyzet 3 része (lasd IV.
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és igy a keresett valészintiség

Vigassy Jozsef (Bp. L., Pet6fi g. IV. o. t.)

Megjegyzés: Itt nemcsak a feladat kérdésére kaptunk feleletet, hanem arra is, hogy ha az els6 szakaszt taldlomra
valasztjuk ki és annak hosszisaga a, akkor a szerkeszthetGségnek viszonylagos valdszintisége

3
Vv, = —§a2 + 2a.

1 1 1
A 2. abran leolvashato, hogy ha a < 3 akkor V, < 3 és az a-val egyiitt O felé kozeledik; ha a = 37 vagy a = 1,
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akkor V, = 3 vagyis, ugyanakkora, mint az abszolut val6sziniiség; ha pedig 3 < a < 1, akkor 3 < Vg < 37
2 2
maximuma 37 amikor a = 3" Tehat az els6 szakaszt tekintve, a »legkedvezbb« kivalasztés az a = 3 hosszisagu.

és V,

II. megoldas: Ismeretes, hogy a sik pontjait koordinatarendszerben szamparokkal (a pont koordinataival) lehet
megadni. Hasonl6 médon a tér pontjai térbeli koordinatarendszerben szamharmasokkal adhatok meg. A sikbeli zy
koordinatarendszerhez hozzaftzziik az O pontban az xy sikra merdleges z tengelyt és a térbeli P pont = és y ko-
ordinatajan értjiik az xy sikon fekvs meréleges vetiiletének, P'-nek a koordinétait, mig a harmadik koordinata, a z
koordinata a pont tavolsaga az xy siktol, z = P'P. Pl. a 3. dbran szemléltetett pont: P(5,3,7).

3. dbra

Marmost tekintsiink az egységnél kisebb, egyébként tetszilegesen felvett harom szakaszt egy térbeli pont harom
koordinatajanak. a = x, b = y, ¢ = z. A tér mindazon pontjai, amelyekre nézve z < 1, y < 1, z < 1 az ugynevezett
egységkocka belsejében vannak. (E kocka egyik csticsa a kezdGpont, minden éle egységnyi és egy-egy éle az z, y, 2
tengelyre esik.) Vizsgaljuk meg, hol helyezkednek el azok a pontok, amelyek koordinataibol haromszog szerkeszthets.
Ezekre teljesiilnie kell az I megoldas (1), (2), (3) feltételének, vagyis a koordinatak szokéasos jelolésével irva

(4) z<z+y;
(5) R
(6) z>—x+y.
(7)

Egyeldre (1) helyett vizsgaljuk meg a z = x 4 y egyenlGség értelmeét. (Elegends az egységkockéra szoritkoznunk. 4.
abra.)



*

Az xz sik pontjai koziil az egyenlGségnek az origobdl kiindulé OF lapatld pontjai tesznek eleget, az yz sik pontjai
koziil pedig a OH lapatlé pontjai (mert pl. minden OF-en fekvé pontra nézve z = z és y = 0). A kocka EFGH
lapjanak pontjai koziil egyenlSségiinknek a z-t nem metsz6 FH atlo pontjai tesznek eleget (z +y = 1 és z = 1).
Belathato tovabba, hogy a harom lapatlo altal meghatarozott OF H haromszog minden pontjanak koordinatai kielégitik
egyenletiinket. Pl. vizsgaljuk meg az F'H-val parhuzamos szakaszokat. A szakasz két végpontja feltételiinknek eleget
tesz. Méasrészt a szakasz minden pontjara z azonos érték és = + y is azonos

Most mar értelmet adhatunk az (1) egyenl6tlenségnek. Ennek nem tesznek eleget az egységkocka azon pontjai,
amelyek az AF H haromszog foldtt helyezkednek el, tehat az egységkockabol levagott EOF H haromoldala gula pontjai,
mert e pontokra nézve z > x + y. Hasonloan lathatjuk be, hogy a (2) és (3) feltételt ki nem elégité pontok szintén
egy-egy (az el6zovel egybevago) harom oldala gualat alkotnak, mégpedig a BOCF, illetSleg DOCH gulakat. Ha az

egységkockat mindharom gulaval megcsonkitjuk, a megmaradt rész pontjai mind a hérom feltételnek eleget tesznek,

1-1 1
tehat e csonkitott test pontjai képviselik a kedvezs eseteket. Miutan pedig mindegyik gila kobtartalma 5 37§
a harom gulaé 6sszesen: 3 - 5= 3 és igy a keresett valoszintiség

csonkitott test kobtartalma _ 1- 2 1

egységkocka kobtartalma 1 2

Kovdcs Liszlé (Debrecen, Ref. g. IV. o. t.)

Megjegyzés: Ennél a megoldasnal nem kaptuk meg kozvetleniil a V, feltételes valosziniiséget, de meghatarozhatjuk,
ha az x = a sik (az yz sikkal parhuzamos, az x tengelyt az origotol x = a tavolsagban metsz6 sik) altal a megesonkitott
testbol kimetszett FQRST 6tszog (4. abra) teriiletét (megfelel az 1. abraban srafozott ¢ teriiletnek) torjiik az egység-
kockabol kimetszett egységnégyzet teriiletével. Ezzel nemcsak az 1. és II. megoldas kozotti Osszefiiggést vilagitottuk
meg, hanem a kobtartalomnak integrallal valo kiszamitasat is elGkészitettiik.

! Megjegyezziik, hogy egy 3 ismeretlenes elsfoka egyenlet mindig siknak az egyenlete. Mi ezuttal a siknak az egységkocka belsejébe es6
részére szoritkozunk, vagyis arra a haromszogre, melyet a sik az egységkockabdl kimetsz.



