Képzeljiik a feladatot megoldottnak pl. az 1. dbraban P1Q;. A CP; tavolsagot x-szel, a CQ; tavolsdgot y-nal
jelolve, a feladat értelmében

(1) T+y=s,
ahol s a haromszog fél keriilete,
és
zysiny 1 absinvy
2 2 2
vagyis (mivel sinvy # 0)
ab
2 = —.
(2) Ty = 3

Tehat a feladat most mar abbol all, hogy szerkessziink olyan x, y tavolsdgokat, amelyeknek Gsszege s és mértani

a
kozéparanyosa megegyezik a és 3 vagy b és 3 mértani kdzéparanyoséaval.

a ab
A szerkesztés menete: Megszerkesztjiik b és 5 meértani kozéparanyosat: \/ — = AHq-et (2. abra).
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2. dbra

Rajzolunk egy FFG = s atmérgji féelkort, és htzzunk az atmérével parhuzamos egyenest, melynek tavolsiga az
atmeér6tsl AH;. Ez a parhuzamos metszi ki a félkorbol a H; pontot, amelynek vetiilete az atmérén (77) osztja fel az

[ab
s atmérdt a keresett x és y részekre. | A 2. abraban \/z1y; = H{T) = AH, = %)
A megoldhatosag feltételei: (1) és (2)-bol = és y-t kiszamitva, nyerjiik hogy

ab 9 ab

:zr(s—a:):?, vagyis x —sx—l—?:(),
amibdl
s+ vs? —2ab ) s —+/s2 —2ab
x1:y2:72 es ;p2:y1:42

Ahhoz, hogy a feladat az a és b(a > b) oldalakon megoldhatoé legyen, sziikséges és elégséges, hogy a gyokok valosak
legyenek és azonkiviil a nagyobbik gyok ramérhetd legyen a nagyobbik oldalra, a kisebbik gyok pedig a kisebbik oldalra.
Els6sorban sziikséges tehat, hogy a diszkriminans ne legyen negativ. Tehat s > 2ab, vagyis

(3) 45% = (25)* = (a + b+ c)* > 8ab.



Tovabba teljesiilnie kell, hogy

Vs2 —2ab
(4) SLNMNE A,
2 2
és
2 _
5) g_\/s . 2ab§b'

1. Bebizonyitjuk, hogy a > ¢ > b esetén e feltételek mindig teljesiilnek.
(3) teljesiil, mert ez esetben a baloldal akkor a legkisebb, ha ¢ a legkisebb, vagyis ¢ = b, de

(a4 2b)* = a® + 4ab + 4b* = a® — 4ab + 4b* + 8ab = 8ab + (a — 2b)? > 8ab,

ami nyilvan igaz.
(4) igy irhato:

V82 —2ab < 2a — s.

Mivel a nem a legkisebb oldal, azért a jobboldal pozitiv és igy négyzetre emelve
52 — 2ab < 4a® — das + 52,

amibdl
c<a

ami feltétel szerint igaz, vagyis (4) teljestil.

(5) is teljesiil, mert ha b > g, akkor (5) nyilvanvald, ha pedig b < g akkor (5) igy irhato:

Vs2 —2ab S35y
2 -2 ’
ahol a jobboldal pozitiv, és négyzetre emelés utan nyerjiik, hogy
c>b,
ami mindenképpen igaz.
Viszont
V82 —2ab
(6) e et

nem teljesiil, mert ha b < g, akkor (6) nem teljesiilése nyilvanvalo, ha pedig b > g, akkor (6) igy is irhato

V82 —2ab < 2b — s,

ahol a jobboldal pozitiv, és négyzetre emelés utan nyerjiik

c<b

3

ami ellentmond a feltevésnek.

Tehat a legnagyobb és legkisebb oldalon mindig van 1 és csakis 1 megoldds: a két gyok ilyenkor mindig valds, és a
nagyobbik gyok ramérhets a nagyobbik oldalra (és csakis oda) a kisebbik gyok pedig ramérhets a kisebbik oldalra.
(AZ 1. 4bran PlQl . CPl =T, CQl = yl)

2. Az el6bbiekben lattuk, hogy a > b feltétel mellett (4) csak ugy teljesiilhet, ha ¢ < a, ami azt jelenti, hogy az a és
b oldalon, csak gy lehet megoldas, ha a-nal nagyobb oldala nincs a haromszognek, mas szoval: a két legkisebb oldalon
soha sincs megoldas.

3. a > b > cesetén is lehet az a, b, azaz a két legnagyobb oldalon megoldas, ha a (3), (4) és (5) alatti feltételek
teljesiilnek, de ez esetben — mint azt az 1. pontban lattuk — (6) is teljesiil, vagyis a nagyobbik gyok a kisebbik oldalra
is rameérhetd.

Tehat lehet a két legnagyobb oldalon 2 megoldds. (Az 1. abran PoQs és P3Qs3. BPy = BQ3 = x2, BP3s = BQa = ya)-
E két megoldasban a haromszogrészek mindig egybevagoak, de a négyszogrészek nem.

Egyenls oldalt haromszog esetén (2s = 3a) a gyokok a és g, vagyis a 3 szimmetria-tengely oldja meg a feladatot.

Egyenls szara haromszog esetén (alap < szar) szimmetrikus megoldéasok lépnek fel; ezeknek taglalasat az olvasora
bizzuk.



