
I. megoldás: A �zikából ismeretes, hogy a parabolapálya 
sú
spontjának koordinátái

x =
c2 sin 2α

2g
,(1)

y =
c2 sin2 α

2g
.(2)

A legmagasabb az emelkedés, ha α = 90◦, amikor is y
max

=
c2

2g
. Ezen érték helyett az egyszer¶ség kedvéért 2m-et

írva, az (1) és (2) alatti egyenletek a következ® alakot veszik fel:

x = 2m sin 2α,(3)

y = 2m sin2 α.(4)

A mértani hely egyenletét megkapjuk, ha a tetsz®leges értéket felvev® α paramétert kiküszöböljük.

Mivel 2 sin2 α = 1− cos 2α, azért a (4) alatti egyenlet

y = m(1− cos 2α) = m−m cos 2α,

amib®l

(5) cos2 2α =
(y −m)

2

m2
,

(3)-ból

(6) sin2 2α =
x2

(2m)2
.

(5) és (6)-ot összeadva és az egyenlet két oldalát fel
serélve

x2

(2m)
2
+

(y −m)
2

m2
= 1.

Ez egy olyan ellipszis egyenlete, melynek középpontja K (0, m), nagy tengelye párhuzamos az absz
issza tengellyel

és a fél nagy tengely hossza 2m, az ordináta tengelyre es® kis tengely fele: m. Ezen adatokból az is kit¶nik, hogy az

ellipszis érinti az origóban az x tengelyt. Ebb®l az ellipszisb®l a keresett mértani helynek � 0◦ ≤ α ≤ 90◦ feltétel miatt

� 
sak az y tengelyt®l jobbra es® fél ellipszis felel meg. m =
c2

4g
, vagyis ha g-t állandónak tekintjük, akkor m 
sak a

c-t®l függ. m változásával az ellipszisek 
sak nagyságra változnak, egymás között mind hasonlók.

II. megoldás: Legyen P (4m sinα cosα, 2m sin2 α) a mértani hely egy pontja, ahol 2m =
c2

2g
= y

max

. Vizsgáljuk

meg azon P ′
pontok geometriai helyét, amelyeket a P pontok ordinátáinak megkett®zésével nyerünk. (L. ábrát, amely

a bet¶zést is mutatja.)

Tehát P ′
koordinátái: 4m sinα cosα, 4m sin2 α.

Az OP ′
iránytangense=

4m sin2 α

4m sinα cosα
=

sinα

cosα
= tg α, vagyis OP ′

az x tengellyel a hajítás szögét zárja be.
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P ′
-ben az OP ′

-re bo
sátott mer®leges messe az y tengelyt egy B pontban. A mer®leges szárú szögpárok tétele

alapján P ′BO∢ = α.

Pythagoras�tétele alapján

OP ′ =
√

AP ′2 +AO2 =
√

16m2 sin4 α+ 16m2 sin2 α cos2 α =

=

√

16m2 sin2 α(sin2 α+ cos2 α) = 4m sinα,

és így OB =
OP ′

sinα
= 4m, α-tól független állandó.

A P ′
pontok mértani helye tehát az OB = 4m fölé rajzolt Thales�körnek az y tengelyt®l jobbra es® fele.

E kör egyenlete

x2 + (y − 2m)
2
= (2m)

2
.

A P pontok keresett mértani helye pedig e félkör pontjaihoz tartozó ordináták felez®pontjai.

E felez® pontok mértani helye tehát

x2 + (2y − 2m)2 = (2m)2,

vagyis

x2

(2m)
2
+

(y −m)2

m2
= 1, ahol x ≥ 0.

Ez a fél ellipszis a félkörnek az y tengely irányában λ =
1

2
arányban való �összenyomása� által keletkezett. (Lásd

ált. gimnáziumok IV. oszt. tankönyvében: Függvény transzformá
iók 4. pontja, 43�44. oldal.)
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