Helyezziink most tobb pontban silyokat a gorbére. Kossiik 0ssze a pontokat abban a sorrendben, ahogy a gérbén
kovetkeznek és az utolsot kossiik 6ssze az elsével. Igy konvex sokszog keletkezik. A fizikabol tudjuk, hogy ha ennek
csucsaiba silyokat tesziink, akkor a silypont a sokszog belsejében lesz. Miutdn pedig a gorbe, amibe a sokszoget
irtuk, konvex (alulrol), igy ez esetben is a gorbe folott lesz a stlypont. Ezt szigortan bebizonyithatjuk méar meglevd
ismereteinkbdl.

Az (1, 11), (z2, y2), ..., (Tk, yr) pontokban rendre elhelyezett pi, po, ..., pi stlyok stlypontja a
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pont. Az allitast teljes indukcioval fogjuk igazolni. k& = 2-re mér lattuk az allitas helyességét. Tegyiik fel, hogy k =
n — 1l-re mar kiszamitottuk a stulypont koordinatait (n > 2). n darab pont stlypontjahoz agy jutunk, hogy vessziik
n — 1 darab pont sdlypontjat, és ide képzeljiik Gsszpontositva az n — 1 darab pontba helyezett silyokat. Ennek és
az n-edik pontnak képezziik a sulypontjat. Mivel feltevésiink szerint az n — 1 pont stulypontjanak pl. az abszcisszaja
D1%1 +paZo + ...+ Pp—1Tn—1
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abszcisszaja

, a pontban elhelyezend6 sily pedig p1 +p2+. .. +pn—1 = p, igy az n pont sulypontjanak
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Azt kaptuk tehat, hogy ha n — 1 pontra helyes az allitas, akkor helyes n pontra is. Mivel 2-re mér lattuk az allitas
helyes voltat, ezzel megmutattuk, hogy altalanosan érvényes. Az ordinatara szoszerint ugyanigy kovetkezik az allitas
helyessége.

Az eredményben az egyes pontok koordinatainak teljesen szimmetrikus a szerepe. Igy nyilvanvalo, hogy ha mas
sorrendben vessziik a pontokat, akkor is ugyanehhez a stulyponthoz kell jutnunk. Még akkor is ugyanehhez a suly-
ponthoz jutunk, ha a stulyokat csoportokba foglaljuk és az egyes csoportok stlypontjaibol szamitjuk az egész rendszer
sulypontjat. Az els6 m és kovetkez6 n pont silypontjanak abszcisszaja
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Ide a megfelels silyok Osszegét helyezve kapjuk az egész rendszer silypontjara, hogy
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és ugyanigy szadmolhatunk az ordinatékra is.

Helyezziink most az f(x) gorbe x1, 2, ..., zx abszcisszaju pontjaiba rendre py, pa, .. ., pi stlyokat. Megmutatjuk,
hogy a gorbe akkor és csakis akkor konvex, ha
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k = 2-re az (1) egyenlStlenség tartalmazza az allitast; nagyobb k-kra teljes indukcioval fogjuk bizonyitani.

Tegyiik fel, hogy kK = n — 1-re méar igazoltuk az allitast (n > 2) : f(z) akkor és csakis akkor konvex, ha barmely
L1y ovey Tp_1-T€
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Ekkor ezen feltevés és (1) szerint, ha a fliggvény konvex, akkor
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Ebbdl kovetkezik, hogy allitasunk minden k-ra helyes. Megforditva ha a (4) egyenlStlenség fennall, akkor a fliggvény
konvex, hiszen (1) a (4) egyenl6tlenségnek specialis esete.

4! b2 Pk .. .
, ) e helyett q1, q2, ..., qx-t- A p-kkel egyiitt ezek is
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b1 +... Pk
pozitivok és ¢1 +q2 + ...+ qr. = 1.
Ekkor a (4) egyenlGtlenség igy is irhato

Itt is irhatunk
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Ha specidlisan g1 = o = ... = q; = = akkor az
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Ha a fliggvény konvex, akkor ez is mindig teljesiil.
A (4) és (4') egyenl6tlenséget k-tagi silyozott Jensen-egyenldtlenségnek nevezziik. Az utolso egyenlétlenség a k-tagi
szimmetrikus Jensen-egyenldtlenség.



