I. megoldas: Kossiik 0ssze a szogszarak korrel valo metszéspontjait. Hizzunk ezzel a hturral parhuzamos atmérst
és a végpontjaiban a szogszarakkal parhuzamost.

Ezek a parhuzamosok kell hogy a korén messék egymést, mert azon pontok mértani helye, amelybdl egy tavolsag
derékszogben latszik, a tavolsdg mint &tmérg folé rajzolt kor. Az igy keletkezett haromszogek hasonloak és az a
nagyobb, melynek atfogoja koratmérs, tehat a befogdk Osszege is ebben nagyobb. Minden derékszoghtz a korben
talalunk tehat olyan keriileti szoget, melynek szarain a korbe es6 szakaszok Osszege nagyobb. Elég tehat az atmérs
folé rajzolt derékszogl haromszogek kozt keresni, hogy melyikben a legnagyobb a befogdk 6sszege. Megmutatjuk, hogy
ez az egyenlGszaru haromszogre kovetkezik be. Legyen ABC az egyenlGszara és ABC, egy tetszbleges derékszogi
haromszog az AB atmérd folott.

A

Tiikrdzziik a Ci-en dtmend kiils6 szogfelezére a BC oldalt. Legyen a tiikorkép C1B’. Miutan a kiils6 szogfelezére
tiikroztiink, A, C; és B’ egy egyenesre esnek. A kiils6 szogfelezs 45°-0s szdget zar be a befogokkal. Masrészt AC;C< =
ABC< = 45°, mert kozos koriven nyugvo keriileti szogek. Igy a kiils6 szogfelez6 atmegy C-n is, tehat BC' tiikorképe
ranézve B'C. Az AB'CA-b6l AC+CB = AC+ CB' > AB' = AC, + C1 B’ = AC, + C1 B.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy azon derékszogeken lesz a szarak korbe es6 szakaszainak Osszege a legnagyobb, me-
lyeknek szarai egy atmérs végpontjain mennek keresztiil, csicsa pedig ezen atmérs feletti félkor kdzéppontja.

II. megoldas: Jeloljiik a szogszarak korbe es6 szakaszainak hosszat a-val és b-vel. Barmely két pozitiv a, b szamra
fennall az

1) a+b< [a? + b2 Va? +b?
2 2 2

egyenlGtlenség, és az egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha a = b.

Miel6tt ezt bebizonyitandnk, lassuk, hogyan szolgaltatja ez a feladat megoldéasat. Ha a és b a kérdéses szakaszok,
a+b

a4+ b és vele értéke is akkor a legnagyobb, ha a jobboldal a lehets legnagyobb és a baloldal egyenld vele, feltéve,

hogy ez az eset bekdvetkezhet. A jobboldal szamlalojanak geometriai értelme a szogszarak metszéspontjai kozti hiar
hossza. Ez akkor a legnagyobb, ha e har éppen egy atmérs. Ez esetben is a baloldal akkor és csakis akkor egyenl§ vele,
ha a = b, vagyis egy atmérg folé rajzolt egyenlGszari derékszogi haromszog szarai.

Megoldasunk tehat teljes lesz, ha bebizonyitjuk az (1) egyenlGtlenséget. Elég helyette a két oldal négyzete kozt a
megfelel§ egyenlStlenséget bizonyitani, mert mindkét oldalon pozitiv szam all és pozitiv szamok koziil az a nagyobb,
amelyiknek a négyzete nagyobb. Bizonyitsuk be tehat, hog

a+b 2<a2—|—b2.
2 - 2

Azt mutatjuk meg, hogy a két oldal kiilonbsége nem lehet negativ:

a? +b? a+b 27 2a* +20* —a® —2ab—b*  a® —2ab+b*  [(a—b 2 -0
2 2 B 4 B 4 S\ 2 -

és egyenldség csak akkor all fenn, ha a = b. Ebbdl kovetkezik, hogy a fonti egyenlSség, s igy megjegyzésiink szerint, az
is hogy (1) fennall és egyenlGség ezekben is csak akkor allhat, ha a = b.

III. megoldas: Rajzoljunk tetszGleges torott vonalat, melynek minden szakasza egy adott egyenessel ugyanakkora
szoget zar be.

LAz egyenlGtlenség kivetkezik 236* feladatban bizonyitott egyenl6tlenségbdl is, ha abba ¢ = d = 1-et helyettesitiink.
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Nyilvanvalo, hogy ennek Gsszhossza akkor a leghosszabb, amikor vetiilete az egyenesen a leghosszabb. (Természe-
tesen ha az egyenes egy szakaszara a torott vonal tobb darabjinak vetiilete esik, akkor ezt a szakaszt megfelelGen
tOobbszor vessziik szamba a vetiiletben is.)

Huazzuk meg az adott derékszog kiils§ szogfelezGjét. Ez mindkét szogszarral ugyanakkora (45°-0s) szoget zar be.
Vetitsiik ra a derékszog szérait. Ez a vetiilet ugyanakkora, mint annak a hdrnak a vetiilete, melyet a szdg szarai vagnak
ki a korbol. Nem lehet tehat hosszabb a vetiilet, mint a kor atmérGje. Az atmérdvel egyenld hosszu akkor lesz, ha a
derékszog atmérén nyugszik és ez az atmérs parhuzamos a meghizott kiils6 szogfelezével. Ez akkor kdvetkezik be, ha
az 4&tmérd és a szogszarak egyenlGszaru derékszogl haromszoget hatarolnak.

Megjegyzés: Ezzel egyuttal egyszert geometriai bizonyitast nyertiink az el6z6 megoldasban hasznélt egyenlGtlen-
ségre is.



