I. megoldas: Irjuk az Gsszeget a kovetkezd alakba:
Sp=1-241-341-44...41(n—1)+ln+
4234244420 —1)+2n+
+3-44+...+3(n—1)+3n+

+ (n—1)n.
A tagokat oszloponként Gsszegezziik
s1=0
So=1-2 = 2
s3=1-34+2-3 =(1+4+2)3=9
s4=1-442-44+3-4=(1+2+3)4=24

Azaz
(n—1)n?

2
Minthogy az n-edik tag harmadfoku polinom kifejezés n-re nézve, ez harmadrendd szamtani sorozat. (Ez a sorozat
harmadik differenciasordnak képzésével is konnyen igazolhato.)

-1 -1 -1
Feladatunk tehat a (10) formula alapjan megoldhato, ha meghatarozzuk s,, = a3 +ae (n 1 )—i—ag (n 9 )a4 (n 3 )

elgallitasdban az aq, as, as, aq konstansokat. Sorran = 1, 2, 3, 4-et téve adodik a; = 0, s = 2, a3 = 5, a4 = 3, tehat

n n n
n =2 .
II. megoldas: Az elébbi modon atrendezett sorozatot egészitsiik ki a kovetkezGképpen:

1-141-241-3+1-4+4...+1(n—1)+ In+
2.142:242-342-44...42(n—1)+2n+

Sp=0+1-24+(1+2)3+...+

n-l+4n-24n-34+n-44+...4nn—1)+n-n.

Latjuk, hogy az egyik atloban az els6 n négyzetszam helyezkedik el, ettél jobbra az eredeti sorozat elemei, balra

5 ) , ha a négyzetszamok Osszegét

ugyanezek az elemek helyezkednek el. Minthogy az egész kifejezés Osszege (n +

ebbdl levonjuk, a keresett Osszeg kétszeresét nyerjiik. A négyzetszamok Gsszege n(n + 1)6(2n +1)
tehat
25, — (n(n+ 1))2 _n(n+1)2n+ 1)-
2 6
n(n + 1)-et kiemelve
Sp=n(n+1) [n(ng—i— D 2n1—2|— 1} =n(n+1) [?m(n—i_ 12)4 dn—2) _

TL2 n —4an — nn n — n
:n<n+1)[3 +3n—4 2} (n+1)(n—1)(3n +2)

24 o 24

ITI. megoldas: Jeloljiik az els6 n szam négyzetének Gsszegét S2, kobének Gsszegét S--el.
Tekintsiik most ismét a sorozatnak a legelsé megoldasban felhasznalt atalakitott forméjat. Ebben a (k — 1)-edik

k 1
oszlopban 4ll6 tagok Osszege k (2) = 5(/€3 — k?), ezt kell 6sszegezni k = 2, 3, ..., n-re, azaz — mivel k = 1-re 0-t ad
. 1
— Osszegezhetjiik 1-t6l n-ig. Igy kapjuk, hogy S, = 5(5‘2 —5%).
Egészitsiik ki most a sorozatot ugyandigy, mint az el6z6 megoldasnél.

1-1+1-241-34+...4+1-n
2-142-242-3+...+2-n

n-l¢+n-24n-34+...+n-n



Most nézziik meg, mi az a tébblet, ami a k-adik sorhoz hozzajarult. Eredetileg volt:
kE(k+1)+k(k+2)+...+kn

az 1j sor
E-1+k-24+.. k-k+k-(k+1)+...+k-n

a tobblet

3 2
k(1+2+...+k):k(k+1> _ KAk

2 2

1
Ezt Gsszegezve k = 1,...n-re kapjuk 5(52 + 52)-et. Ezt kell levonnunk az egész 6sszeghdl, hogy S,-et megkapjuk.
n+1\> 1
Sn = — (83 4+ 52

de mint mér az el6bb belattuk,
1

A két egyenletet Osszeadva és 2-vel osztva kapjuk:

n1)" s2| =1
2 " 2
amit az elébbi moédon szorzatalakra hozhatunk.

Ennek a megoldasnak, bar hosszadalmasabb, mint az el6bbi, érdekessége, hogy megadja az els6 n szdm kobének
Osszegét. Ha a fenti két egyenletet nem 6sszeadjuk, hanem egyikbdl a masikat kivonjuk, kapjuk:

g3 _ n+1 2

Ugyanezt megkaphatnank gy is, ha az els6 egyenletet az I. megoldas kiindul6 egyenletével hasonlitanank Gssze.

1
Su=13

(n—;—l)2_ n(n+1)6(2n+1) 7




