Ez a feladat hasonlé az 1. szamban kozolt ,Mi is a teljes indukci6?” cimd cikk 8. feladatahoz, csak ott ¢ helyett is

« &ll, és nem cosinusokat, hanem sinusokat Gsszegeztiink. Hasonléan is bizonyithatjuk az azonossagot, mint annal a
feladatnal tettiik.

I. Megoldas: Bizonyithatjuk az allitast teljes indukcioval. Jeloljiik a baloldali 6sszeget C,,-nel.
Han =1, C; = cosa, és a jobboldalon is cos « all, vagyis n = 1 esetben az allitas igaz.
Tegyiik fel most valamely k-ra méar igazoltuk az allitast:
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nézziikk meg, igaz marad-e n = (k + 1) esetre is.
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vagyis az allitas igaz az n = (k + 1) esetre is. Igy az allitds minden n-re igaz.

II. Megoldas: Vizsgaljuk mindkét oldalnak a sin g—szeresét, tehat azt bizonyitsuk be, hogy
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A baloldalon csupa ilyen tagot kapunk:
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és igy,
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Ezzel a bizonyitandé Osszefliggést nyertiik.

III. Megoldas: Az Osszeg konnyen szemléltethetd geometriailag is. Huzzunk egy egyenest és rajzoljunk ennek
egy Ap pontjabol az egyenessel « szoget bezard egységnyi hosszusigi AgA; szakaszt. E szakasz vetiilete az egyenesen



cos a, és A; tavolséga az egyenestdl sin o. Most az A; pontbol rajzoljunk az Ag A, egyenessel ¢ szoget bezard egységnyi
hosszusagu szakaszt. Ennek az eredeti egyenes irdnyaval bezart szoge ¢ + « s igy az AgA;As tortvonal vetiilete az
egyenesre cos « + cos(p + ), As tavolsdga az egyenestsl pedig sin a + sin(p + «).

Ezt most n-szer ismételve kapunk egy AgA;As... A, tortvonalat, mely egységnyi hosszusagu szakaszokbol van
Osszetéve, és két szomszédos szakasz kozti szog m — ¢. Legyen A, vetiilete az egyenesen B,, akkor

AgBo = cosa+cos(p +a) +...+cos ((n— 1)+ a) = Cy,
A, B, =sina+sin(¢ +a) + ...+ sin ((n— 1)@4—04) =5,.

A keletkez6 tortvonal csticsain at kor fektethets. Huzzuk meg ugyanis a szomszédos szakaszok kozti szog felez6it
T —

is. Hazzunk a kezdd és végpontban is az elsd, illetve az utolsé szakasszal Ld nagysagu szoget bezard egyeneseket.

Ekkor minden szakasz folé egybevagd egyenlGszaru haromszogeket szerkesztettiink. A szomszédosaknak egy-egy szara
kozos s igy az Osszesek cstcsa egy kozos O pontba kell, hogy essék.

Ezt tudva mar nem nehéz a meghatarozando C,, és S,, Osszeget abrazold AgB,, és A, B, tavolsagokat kiszamitani.
Az AygB, A, A\-b68l AgB,, = AgA,, cos B, AgA,<t és A, B,, = ApgA,, sin B, AgA,<.

Az AgOA, A\-bbl AgA,, = 2400 sin M-

Igy a B,ApA, szoget, a kor AgO sugarat és az AgOA,, kozépponti szoget kell meghataroznunk. Ezek koziil az
T —

utolsé n egybevagd egyenlGszari haromszog szogeibdl tevédik 6ssze. Mivel az alapnal fekvs szogek mindegyike

igy vele szemben ¢ nagysagu szog van, amibsl AgOA,, < = nep.
Az egyenl@szaru haromszogek alapja egységnyi hosszusagu, igy azt kapjuk, hogy
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Végiil szerkesztés szerint B, AgA1<< = a az A1 Ag A, < pedig mint keriileti szog az A1 OA,, < fele. Az el6bbi meggondolas
szerint utobbi szog (n — 1)p tehat By AgA,<t = n%cp + a.
Igy
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és ezt kellett bizonyitanunk; tovabba

sina +sin(p + @) +sin(2p + @) + ... +sin [(n — D)o + o] = A, B, =

Utobbiban « helyébe -t irva a méar ismert eredményt kapjuk vissza.



