Az I. Evfolyam 5-6. szaméaban (1948. méajus) volt kittizve a kovetkezs feladat.

168. Huzzunk négy egyenest, melyek metszik eqymdst, de nem megy dt hdrom egy ponton. Mutassuk meg, hogy véve
kozilik 3-3-at az ezek dltal hatdrolt hdromszégek magassagi pontjai egqy egyenesen fekiisznek.

1. Hogyan oldhatd meg a feladat analitikus
geometria segitségévél?

Ilyen feladatnal igen jo szolgdlatot tesz az analitikus geometria, mert minden gondolkodés nélkiil felirhatjuk a
négy egyenes egyenletét, majd az altaluk meghatarozott négy haromszégnek kiszamitjuk két—két magassagvonalat;
igy kiszamithatjuk a magassagpontok koordinatait, és megnézhetjiik, hogy valamelyik két pont altal meghatarozott
egyenesen rajta fekszik-e a masik két pont is.

Ennek a megoldasnak semmi elvi nehézsége nincs, csak éppen tényleg végig kellene szamolni és ez nagyon faradsagos
és unalmas volna. Igaz, hogy a sok szamolas bizonyos fokig természetes, mert az analitikus geometridnak épp az a célja,
hogy a geometriai médszerek helyébe, amelyek igen szemléletesek, de nehezen attekinthetGek, algebrai és fliggvénytani
modszereket vehessiink igénybe a problémak megoldasahoz. Ezek a médszerek mar sokkal egyszertibb szerkezettiek és
alapos gyakorlatunk is van kezelésiikben.

Mégsem nyugszunk konnyen bele, hogy ilyen sokat kelljen szamolni. El§szor megnézziik geometriai oldalrél a
feladatot, még miel6tt atirndnk a szamok nyelvére, hogy nem lehetne-e egyszertsiteni. Négy pontroél kell megmutatni,
hogy egy egyenesen fekiisznek. Kezdjiik el6szor valamelyik harommal. Ha ez sikeriil, taldlomra valasztott harom pontra,
maés széval, ha meg tudjuk mutatni, hogy barmely harom pont a négy koziil egy egyenesen fekszik, akkor mar kdnny
befejezni a bizonyitast. Ekkor ugyanis a harmadik pont is rajta van az elsé kettén dtmend egyenesen, meg erre az
egyenesre esik a negyedik pont is, tehat a négy pont egy egyenesen fekszik.

Elég tehat azt megmutatni, hogy négy pont koziil tetszblegesen valasztott harom egy egyenesen fekszik. Ahhoz,
hogy ezt a kérdést az analitikus geometria nyelvére forditsuk, koordindta-tengelyeket kell valasztanunk. Ezeket barhol
valaszthatjuk, attol nem fligg a tétel helyessége. Egy ilyen szabadsaggal igyeksziink helyesen élni és nem taldlomra
vélasztjuk a tengelyeket, hanem gy, hogy a keletkezd kifejezések lehetSleg egyszertiek legyenek.

Esetiinkben harom haromszoget valasztunk ki a négy egyenes kozt keletkezd négybdl és ezek magassagi pontjairol
akarjuk megmutatni, hogy egy egyenesen fekiisznek. Ekkor van egy egyenes a négy koziil, mely mindharom harom-
szognek oldala. Ezt lesz jo X-tengelynek valasztani, mert mindharom haromszognek egy magassaga erre merdleges.
A szemkozti cstcs abszcisszaja tehat mindjart a magassagpont abszcisszaja is lesz a tengely ilyen vélasztasanal. Még
egy-egy magassag egyenletét kell felirni és abba ezt az abszcisszat behelyettesiteni, és mar megvan a magassagpont
ordinataja is.

Az Y-tengelyt is valaszthatnank specidlisan, pl. két egyenes metszéspontjan at. Ez azonban mar nem biztos, hogy
hasznos volna. X-tengelynek egy, a bizonyitandé &llitas szempontjabol kiilonleges egyenest valasztottunk. A maésik
harom egyenes azonban teljesen egyenls szerepet jatszik és ez a szimmetria elényt jelenthet a szamoldsban is. Az
Y-tengely specialis valasztasa azonban arra vezetne, hogy ez a szimmetria a szdmitasban nem mutatkoznék.

Ezen az Gton mar nagyobb nehézség nélkiil megoldhatja mindenki a feladatot, kiilonGsen ha az emlitett szimmetriara
is iigyel szamolasaiban. Kar is volna itt a szdmolas részleteivel tolteniink a helyet.

Az analitikus geometria a szamolés segitségével konnytivé tesz sok bizonyitast, de egyben unalmassa. Nemcsak
azért unalmas egy ilyen megoldas, mert a szdmozas unalmas, hanem azért is, mert végiil is csak annyit mond, hogy
a szamolas ,kijott” az allitds helyes, vagy ,nem jott ki’, az allitas helytelen, de sohse mutat ra arra, hogy milyen
geometriai tényekkel fiigg 6ssze, mi az oka annak, hogy helyes, vagy helytelen. Epp ezért lehetSleg nem érjiik be a
szamolos megoldassal, hanem keresiink elemi geometriai megoldast is.

2. A feladat planimetriai megolddsa, Simson-egyenesek.

A feladat kitiizGje a 137. feladatra is emlékeztet. Ott azt kellett bizonyitani, hogy a fent emlitett négy egyenes altal
meghatarozott haromszogek koré irt négy kor egy pontban metszi egymast. Ez szogek kozti Gsszefiiggésekbdl egész
konnyen adodik [

Varhato, hogy négy olyan kor, melynek egy kozos pontja van és négy olyan pont, melyek egy egyenesen fekiisznek,
kapcsolatban vannak egymassal.

El6szor nézziik tehat meg, hogy egy haromszog koré irt kor pontjai és a magassagpont kdzt nem talalunk-e valami
felhasznélhat6é kapcsolatot. A magassagpontot a csicsbol az oldalakra bocsatott merdlegesek adjak. A koriilirt kor
egy tetszéleges P pontjabol is bocsassunk merdlegeseket a hadromszog oldalaira. Ha tobb pontbol meghizzuk ezeket a
merdlegeseket, fel fog tiinni, hogy talppontjaik mindig egy egyenesbe esnek. Val6ban bebizonyitjuk, hogy ennek mindig
igy is kell lennie. Ezt az egyenest a haromszog P ponthoz tartozd Simson-egyenesének nevezik.

Legyen ABC az adott haromszog P a haromszog koré irt kor keriiletének egy pontja. P-bsdl a BC, CA, AB
oldalakra bocsatott merglegesek talppontjait jeloljiik rendre A;, By, Ci-gyel.

YLasd, 1. évf. 126. 1.



1. dbra

Azt kell bebizonyitanunk, hogy A;, By és C egy egyenesen vannak. Ehhez elegendd pl. azt bebizonyitanunk, hogy
az A1 B1C< és C1 By A< csucsszogek, tehat mivel a két szog egyik széra, az AC oldal k6z06s, azt kell még belatni, hogy a
két sz6g egyenls. Azonnal észrevehetjiik, hogy az ABy PCy és By A1C P négyszogek hurnégyszogek, azaz csucspontjaik
egy kor keriiletén vannak, mert az AB; PCy négyszogben PC1 A< = PB1C<, A;CP-ben, pedig PB1C< = PA,C«.
Most mar a kivant A, B1C< = C) B A< 0sszefiiggést megprobalhatjuk bizonyitani keriileti szogek segitségével.

Az AB;PCi-en atmend korben

(1) ABCi<t = APCi1«
a B1A;CP-n atmendben pedig
(2) A1B,C<a = A PC«

A jobb oldalon allé két szogben tér el a CPA< és az A; PC1< egymastol. Az el6bbi kett6 akkor egyenls, ha az
utobbi kettd is egyenls, ez pedig fennall, mert ABCP harnégyszog (a pontok a haromszog koré irt koron fekiisznek).
De hurnégyszog C1BA, P is, mert PC1B< = PA,C«. Igy CPA< + ABC<« = 180° és C1PA;<t + A|BCi1< =
C1PA1<<+ ABC< = 180°, amibél

CPA<« = CPA <.

Ebbal

A1 PCq= APC<g—APA1<« = C1PA1<«— APA1<< = C1PA<, s igy (1) és (2) egyenlSséghsl AB1Ci1< = A1 B1C<.
Ay, By és C; tehat egy egyenesen fekiiszenek.

Megjegyezziik, hogy a bizonyitas teljes terjedelmében érvényben marad, ha PA;, PB;, PC;-et merdlegesség helyett
ugy huazzuk, hogy az Ay, B, illetve Cy koriil ugyanabban az iranyban forgatva Gket egyenld szogekkel lehessen a
haromszog megfelels oldalaira forditani, mert csak ezeknek a forgasszogeknek az egyenl@ségét hasznaltuk fel. Ay, By

és (' tehat ilyen esetben is egy egyenesen fekszik.
*

Erdekes eredményre jutottunk, csak az a hibaja, hogy nincs Gsszefiiggésben a magassagi ponttal. Ilyen Gsszefiiggés
keresését célozta az, hogy P-bdl merdlegeseket allitottunk az oldalakra, mert a magassagok is a kor egy pontjabol
(egy csticsbol) az oldalakra bocsatott merdlegesek. Huzzuk meg a P By merdlegest és a B csticsbol a magassagot. Ezek
parhuzamos egyenesek s igy a kort egy szimmetrikus trapéz csicsaiban metszik. Legyen PB; mésodik metszéspontja
a korrel D, a B-bol huzott magassage E, az AC oldallal valé metszéspont F', a magassagi pont M (2. abra).

2. dbra

Tudjuk azt is, hogy M és E egymas tiikorképe az AC oldalra nézve. (99. feladat I. évf. 59. 1.) Igy ha M-bél
parhuzamost hiizunk BD-vel, ismét szimmetrikus trapézt kapunk, de ennek szimmetriatengelyét is ismerjiik: az AC



oldal, mert EF = F'M folytan ez az M E szakasz felez6 merélegese. Jeloljiik e trapéz negyedik cstcsat K-val, akkor
By a PK szakasz kdzéppontja.

Ezeknek a trapézoknak azonban az s Simson-egyenessel is van kapcsolatuk. Ismét az egyenls szogeket vizsgalva
DBA< = DPA<, mint egyenl6 ivben nyugvo keriileti szogek. Masrészt a C; AB1 P hurnégyszogbdl viszont DP A< =
B PA< = B1C1 A< = B1C1 B<, tehat DBC1 < és B1Cy B< valtoszogek, igy DB — tehat KM is — parhuzamos s-sel.

Térjiink vissza P és M kapcsolatara. Azt tudjuk, hogy PK felez6pontja By, ezen megy at s és parhuzamos K M-mel.
Ekkor s a PK M kozépvonala s igy felezi PM-et is. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a P ponthoz tartozé Simson-egyenes
felezi a P-bdl a magassdgi ponthoz vezetd szakaszt.

Most mar olyan Osszefiiggést ismertiink meg, amilyent reméltiink. Probaljuk hasznositani eredeti feladatunk meg-
oldasara. Legyen a négy egyenes a, b, ¢ és d. Ezek koziil barmelyik harom meghataroz egy haromszoget. Valasszunk
elGszor két haromszoget és nézziik a koréjiik irt koroket. Mivel a két haromszognek két koézos oldala van, ezek metszés-
pontjan atmegy mind a két kor is. Tekintve azonban, hogy két kor, ha metszi egymast, akkor két pontban metszi, van
még egy metszéspont, ez legyen F.

3. dbra

Barmelyik haromszogre nézve az F-hez tartoz6 Simson-egyenes atmegy a két haromszog kozos oldalaira bocsatott
merdlegesek talppontjain. A haromszogeknek két k6zos oldala lévén ez azt jelenti, hogy a két Simson-egyenes egybeesik.
Ezt a négy egyenes kozt fekvs barmely két haromszdgre elmondhatjuk. Mivel F-en mindegyik kor dtmegy, kdvetkezik,
hogy az F pontnak barmely haromszogre vonatkozd Simson-egyenese ugyanaz az s egyenes.

Legyenek most az abc, abd, acd illetve bed haromszogek magassédgpontjai My, M. M, illetve M,, akkor s felezi a
PM,, PMy, PM., PM, tavolsagokat, tehat mind a négy pont ugyanolyan messze van s-t6l, mint F', csak ellenkez6
oldalon. Igy egy s-sel parhuzamos m egyenesen fekiisznek.

*

A 137. feladatnal mar megemlitettiik, hogy a négy egyeneshez olyan parabola rajzolhato, melynek a négy egyenes
érintGje és amelynek F' a fokusza. Most azt is hozzatehetjiik, hogy a paraboldnak az irdanyvonala az m egyenes és
cstucsponti érintje az s egyenes és ezt most mar be is bizonyithatjuk konnyen. Az aldbbiakban ki is tiizziik feladatul.

1. Fogalmazzuk meg és bizonyitsuk be a Simson-egyenesekrdl szolo tétel megforditasat.
2. Hogy bizonyithatjuk be a 137. feladatban kitiizott tételt a Simson-egyenesekrdl tanultak segitségével?

3. Bizonyitsuk be, hogy egy parabolanak egy tetszéleges érintGjére a fokuszbol merdlegest htizva a talppontja a
parabola cstcsaban huzott érintére esik.

4. A cikk jeloléseit hasznalva bizonyitsuk be, hogy azon parabolat, melynek F' a fokusza és s a csicsponti érintGje,
az a, b, c és d egyenes érinti.



