Ebben a rovatunkban a K6MaL hasabjain régebben megjelent érdekes, am feledésbe meriilt cikkeket, feladatmeg-
oldasokat vesziink el§ és mutatjuk be. Felfrissitjiik, a mai jelolésmdédokhoz, széhasznalathoz igazitjuk a stilusukat,
esetenként tovabbi gondolatokat fiziink hozzajuk.

Ezittal a vilaghird matematikus, Erdgs Pal emlékének adézunk, aki 14 évesen irta meg a magasabb rendd szdmtans
sorozatokrol szolo cikkét. (Erdds Pdl: A magasabbrendd szdmtani sorokrél, K6MaL, 1929/6, februar, 187-189. oldal)

Két oka is van annak, hogy ezzel az 1927-ben irodott, 1929 februarjaban megjelent cikkel foglalkozunk. Egyrészt
az iras két nagyon szép, egyszerd és hasznos eredményt mutat be, amelyek az id6k soran részben feledésbe meriiltek
— nem épiiltek be a kdzoktatasba még tagozatokon sem. Ugyanakkor tovabbi érdekes kérdések meriilhetnek fel a cikk
olvasasa soran, amelyek egy részét meg is valaszoljuk.

A téma izgalmassagat, érdekességét az is mutatja, hogy két évtizeddel kés6bb némileg eltérs tartalommal Koncz
Karoly is kozolt cikket a KoMal-ban. (Koncz Kdroly: Magasabbrendd szdmtani sorozatokrdl, K6MaL, 1950/4, novem-
ber, 179-191. oldal)

Erddgs Pal cikkének lényegén semmit nem valtoztattunk.

Erdés Pal: A magasabbrendi szAmtani sorozatokroél

Definicié. Els6rendi aritmetikai (szamtani) sorozatnak nevezziik a nem konstans szamtani sorozatot.
Egy (ay) sorozat kiilonbségsorozata (vagy differenciasorozata) az a (A,,) sorozat, amelyre Ay = ax11 — ax, masodik
kiilonbségsorozata a kiilonbségsorozatanak a kiilonbségsorozata stb.

Definicié. Egy sorozatot méasodrendi aritmetikai (szdmtani) sorozatnak neveziink, ha a kiilonbségsorozata elséren-
dd aritmetikai (szamtani) sorozat, illetve altaldban n-edrendd aritmetikai (szamtani) sorozatnak nevezziik, ha az els6
differenciasorozata (n — 1)-edrendd, masodik differenciasorozata (n — 2)-edrendi stb., (n — 1)-edik differenciasorozata
pedig els6rendi aritmetikai (szamtani) sorozat.

Jelblés. Az (ay) sorozat k-adik differenciasorozatét az eredeti cikkben (AF)) jeloli. Az egyszeriiség kedvéeért mi
(al¥))-val fogjuk jeldlni. Igy (a,) — a kiindulé sorozat — jeldlhets (a?)) modon is.

Definicié. A nem-nulla konstans szamtani sorozatot tekinthetjiik 0-adrendii aritmetikai sorozatnak. Az n-edrendi

aritmetikai sorozatot méas szoval magasabbrendii aritmetikai (szamtani) sorozatnak nevezziikk (n =0, 1, 2, ...).
Példa. Legyen (a,) a kébszamok sorozata. Ekkor
(an): 1 8 27 64 125 216. ..
(. 7 19 37 61 91...
(ag)): 12 18 24 30... nem konstans szamtani
(al®): 6 6 6p. .. nem azonosan 0 konstans (szamtani)
(al): 0 0... azonosan 0 konstans (szamtani)

A kobszamok sorozata harmadrendd aritmetikai (szamtani) sorozat, mert a masodik differenciasorozata elséren-
dd aritmetikai (nem konstans szamtani) sorozat; a harmadik differenciasorozata nem-nulla konstans — 0-adrendd -
aritmetikai (szdmtani) sorozat; a negyedik (és minden tovabbi) differenciasorozata konstans 0.

Az alabbi két feladatra keressiik a valaszt.

1. Fejezziik ki az r-edrendd (a,) aritmetikai (szamtani) sorozat n-edik tagjat dnmaga, illetve differenciasorozatai
els6 tagja segitségével; vagyis az ago), agl), a§2), ey agr), aYH), ... tagokkal. (Termeészetesen, mivel a sorozat r-edrendd

aritmetikai, az (r 4+ 1)-edik és minden tovabbi differenciasorozata elsé tagja 0.)

2. Irjuk fel annak az (S,,) sorozatnak a képletét (hozzarendelési szabalyat) szintén (a,) differenciasorozatai elss
tagja segitségével, amelynek n-edik tagja az (a,) r-edrendd aritmetikai sorozat elsé n tagjanak az Osszege.

Az 1. feladat megoldasa. Legyen (a,) egy legalabb els6rendd aritmetikai sorozat. Irjuk fel (a,) és a beldle
képezhet§ differenciasorozatok els6 néhany tagjat.
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Figyeljiik meg, hogy



(1) a1 = af”

(2) as = a;” +a;”

3) a3 = a3 +ay" = (" +ai")) + (@} +ai”) = ¢ + 201" + 0?,
ay = aéo)—l—aél) = [a§0)+2a§1)+a§2)} —l—aél) =

aél) az els6 differenciasorozat — amely maga is egy magasabbrendd aritmetikai sorozat — harmadik tagja, igy (3)

alapjan aél) = a§1)+2a§2)+a§3):

2)

(4) = [ago) + 2a§1) + a%m} + [agl) + 2a§ + agg)} = a§0)+3a§1)+3a§2)+a§3),

as = aio)—kail) = {ago)+3a§1)+3a§2)+a§3)} + [a§1)+3a§2)+3a§3)+a§4)} =
= a§0)+4a§1)+6a§2)—|—4a§3)+a§4).

Lathato, hogy az afzo) felirdsahoz a differenciasorozatok elsé tagjanak binomialis egyiitthatokkal vett szorzatai
Osszegét hasznaljuk, mégpedig a sorozatot magat 0-dik differenciasorozatnak tekintve, az elsé n (a 0-adiktol az (n—1)-
edikig vett) differenciasorozat els¢ tagjat.

Azt, hogy ez tovabbra is valoban igy van, teljes indukciéval latjuk be.

Tegyiik fel, hogy az n-edik tag valéban

n—1 0 n—1 1 n—1 2 n—1 n—1
I an:aglo):( 0 )ag)—i-( 1 )ag)—i-( 9 )a§)+...+(n_1)a§ )

alakban ifrhato fel.
Akkor a sorozat (n + 1)-edik tagja az n-edik tag és az els6 kiilonbségsorozat n-edik tagjanak Osszegeként all eld.
Am az els6 kiilonbségsorozat is egy magasabbrendd aritmetikai sorozat, igy annak n-edik tagja — az indukcios feltevés

szerint — felirhato ) ) )
n — 1 n — 2 n— n
ag)—< 0 )ag)+< 1 )a§)+...+<n_1)ag)

alakban. E két kifejezés Osszege adja a,1-et:
(n; 1>a§0) + (n; 1) agl) + (n ; 1) a§2) +...+ (Z: 1) a§"4>+
N <”5 1)ag1> N <”; 1)ag2> - <Z:;)ag"—l> N <Z: Dag’w.
Mivel (n g 1> = (g), <Z: D = <Z> és (n; 1> + (Z : 1) = (Z) (Pascal tétele), igy ez ekvivalens azzal, hogy
a1 = (O) o + (1) o 4 (g)agw - (nﬁ 1)agnl> n () ol

ami éppen az indukcios allitas (n + 1)-re felirva. O

Erdemes megjegyezni, hogy ha n > r (azaz egy r-edrendii aritmetikai sorozat r-nél nagyobb indext tagjat irjuk
fel), akkor az r-nél nagyobb sorszamu differenciasorozatok elss tagja 0, vagyis itt a nemnulla tagok szama legfeljebb
r+ 1.

A 2. feladat megoldasa. S, els6 tagja a1, masodik tagja Sy = S1 + aq, ahonnan Sy — S7 = a;, illetve altalaban
Sn—1+ an = Sy, vagyis S, — S,—1 = a,. Eszerint (a,) az (S,) elsé differenciasorozata — eltekintve attol, hogy ai-et
nem kapjuk meg két szomszédos (S, )-beli tag kiilonbségeként. Ezen persze nem nehéz segiteni, bevezetjiik az (S,,)
sorozat 0-adik tagjat, és mivel ekkor S1 — Sy = a1 és S1 = a1, igy So = 0. (A nullat szokas {ires 6sszegnek nevezni.)
Nem szabad azonban megfeledkezniink arrdl, hogy igy az (S,,) sorozat tagjait nem 1-t6l, hanem 0-t6l szdmozzuk.

Ekkor I. alapjan — nem elfelejtve, hogy az (S,,) sorozatban az els6 tag indexe 0, vagyis nem az n indext, hanem az
n — 1 indexd tagot adja meg I.

_(n—1 n—1 n—1\ -9 n—1\ (-1
Sn—l—( 0 )So+( 1 )a1+...+<n_2)a1 +(n—1)al ,



ami az n indexd ((n + 1)-edik) tag:

_ (" n n (n—1) ny (n)
II. Sn—<O>So+(1)a1+...+(n_1)al —l—(n)al .

Mivel (S,,) els6 differenciasorozata az r-edrendd (a,) aritmetikai sorozat, igy (S,) (r + 1)-edrendi aritmetikai so-
rozatot alkot; az (ay,)-et megel6z6 magasabbrendd aritmetikai sorozat, amelynek els§ differenciasorozata (a,), igy

hasznalhatjuk ra az (agfl)) jelolést, amely szerint:

_ n 1 n 0 n n—1 n n
a$; 1):<O>a§ >+(1>a§>+...+(n_1>a§ )—l—(n)ag). 0

Példak. Szamitsuk ki ennek alapjan a természetes szamok négyzeteinek Osszegét. A természetes szamok négyzetei
masodrendd szamtani sorozat, mert a differenciasorozata a paratlan szamok sorozata (elsérendd aritmetikai sorozat),
igy az Osszege harmadrendii aritmetikai sorozat. (Az els6 indexet O-nak véve a sorozat n indexd tagja az els6 n
négyzetszam Osszegét adja eredményiil.) A sorozat els6 néhany tagja: 0,1, 14+4=514+4+9=14,14+4+9+16 = 30,

(al7V): 0 1 5 14 30. ..

(al®): 1 4 9 16

(alM): 3 5 7...

(a'?): 2 2

— g — (™). ™ . ) =

S, = al; <o> 0+<1) +<2 34 (5) 2+ >

:0.1+1.n+3.@+2.m+><n—2>:
2 +3n 4+ n n(n+1)2n+1)
B 6 B 6 '

A természetes szamok kobeinek 6sszege (amely negyedrendi aritmetikai sorozat) elsé néhany tagja 0,1, 14+8 =9,
9+ 27 = 36, 36 4+ 64 = 100, 100 + 125 = 225.
Kiszamitva a differenciasorozatokat:

(at=1): 0 1 9 36 100 225. ..
(a9): 1 8 27 64 125. ..

(a™M): 7 19 37 61...

(a®): 12 18 24. ..

(a™): 6 6..., konstans

(o) o () e () re () e () e

_nt+2nd+n? nP(n41)2 (n(n+1))2
= = 5 .

4 4



