
Ebben a rovatunkban a KöMaL hasábjain régebben megjelent érdekes, ám feledésbe merült 
ikkeket, feladatmeg-

oldásokat veszünk el® és mutatjuk be. Felfrissítjük, a mai jelölésmódokhoz, szóhasználathoz igazítjuk a stílusukat,

esetenként további gondolatokat f¶zünk hozzájuk.

Ezúttal a világhír¶ matematikus, Erd®s Pál emlékének adózunk, aki 14 évesen írta meg a magasabb rend¶ számtani

sorozatokról szóló 
ikkét. (Erd®s Pál: A magasabbrend¶ számtani sorokról, KöMaL, 1929/6, február, 187�189. oldal)

Két oka is van annak, hogy ezzel az 1927-ben íródott, 1929 februárjában megjelent 
ikkel foglalkozunk. Egyrészt

az írás két nagyon szép, egyszer¶ és hasznos eredményt mutat be, amelyek az id®k során részben feledésbe merültek

� nem épültek be a közoktatásba még tagozatokon sem. Ugyanakkor további érdekes kérdések merülhetnek fel a 
ikk

olvasása során, amelyek egy részét meg is válaszoljuk.

A téma izgalmasságát, érdekességét az is mutatja, hogy két évtizeddel kés®bb némileg eltér® tartalommal Kon
z

Károly is közölt 
ikket a KöMaL-ban. (Kon
z Károly: Magasabbrend¶ számtani sorozatokról, KöMaL, 1950/4, novem-

ber, 179�191. oldal)

Erd®s Pál 
ikkének lényegén semmit nem változtattunk.

Erd®s Pál: A magasabbrend¶ számtani sorozatokról

De�ní
ió. Els®rend¶ aritmetikai (számtani) sorozatnak nevezzük a nem konstans számtani sorozatot.

Egy (an) sorozat különbségsorozata (vagy di�eren
iasorozata) az a (∆n) sorozat, amelyre ∆k = ak+1−ak, második

különbségsorozata a különbségsorozatának a különbségsorozata stb.

De�ní
ió. Egy sorozatot másodrend¶ aritmetikai (számtani) sorozatnak nevezünk, ha a különbségsorozata els®ren-

d¶ aritmetikai (számtani) sorozat, illetve általában n-edrend¶ aritmetikai (számtani) sorozatnak nevezzük, ha az els®

di�eren
iasorozata (n− 1)-edrend¶, második di�eren
iasorozata (n− 2)-edrend¶ stb., (n− 1)-edik di�eren
iasorozata

pedig els®rend¶ aritmetikai (számtani) sorozat.

Jelölés. Az (an) sorozat k-adik di�eren
iasorozatát az eredeti 
ikkben (∆(k)
n ) jelöli. Az egyszer¶ség kedvéért mi

(a(k)n )-val fogjuk jelölni. Így (an) � a kiinduló sorozat � jelölhet® (a(0)n ) módon is.

De�ní
ió. A nem-nulla konstans számtani sorozatot tekinthetjük 0-adrend¶ aritmetikai sorozatnak. Az n-edrend¶

aritmetikai sorozatot más szóval magasabbrend¶ aritmetikai (számtani) sorozatnak nevezzük (n = 0, 1, 2, . . . ).

Példa. Legyen (an) a köbszámok sorozata. Ekkor

(an): 1 8 27 64 125 216. . .

(a(1)n ): 7 19 37 61 91. . .

(a(2)
n

): 12 18 24 30. . . nem konstans számtani

(a(3)
n

): 6 6 6p. . . nem azonosan 0 konstans (számtani)

(a(4)n ): 0 0. . . azonosan 0 konstans (számtani)

A köbszámok sorozata harmadrend¶ aritmetikai (számtani) sorozat, mert a második di�eren
iasorozata els®ren-

d¶ aritmetikai (nem konstans számtani) sorozat; a harmadik di�eren
iasorozata nem-nulla konstans � 0-adrend¶ �

aritmetikai (számtani) sorozat; a negyedik (és minden további) di�eren
iasorozata konstans 0.

Az alábbi két feladatra keressük a választ.

1. Fejezzük ki az r-edrend¶ (an) aritmetikai (számtani) sorozat n-edik tagját önmaga, illetve di�eren
iasorozatai

els® tagja segítségével; vagyis az a
(0)
1 , a

(1)
1 , a

(2)
1 , . . . , a

(r)
1 , a

(r+1)
1 , . . . tagokkal. (Természetesen, mivel a sorozat r-edrend¶

aritmetikai, az (r + 1)-edik és minden további di�eren
iasorozata els® tagja 0.)

2. Írjuk fel annak az (Sn) sorozatnak a képletét (hozzárendelési szabályát) szintén (an) di�eren
iasorozatai els®

tagja segítségével, amelynek n-edik tagja az (an) r-edrend¶ aritmetikai sorozat els® n tagjának az összege.

Az 1. feladat megoldása. Legyen (an) egy legalább els®rend¶ aritmetikai sorozat. Írjuk fel (an) és a bel®le

képezhet® di�eren
iasorozatok els® néhány tagját.
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Figyeljük meg, hogy
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Látható, hogy az a(0)n felírásához a di�eren
iasorozatok els® tagjának binomiális együtthatókkal vett szorzatai

összegét használjuk, mégpedig a sorozatot magát 0-dik di�eren
iasorozatnak tekintve, az els® n (a 0-adiktól az (n−1)-
edikig vett) di�eren
iasorozat els® tagját.

Azt, hogy ez továbbra is valóban így van, teljes induk
ióval látjuk be.

Tegyük fel, hogy az n-edik tag valóban
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alakban írható fel.

Akkor a sorozat (n + 1)-edik tagja az n-edik tag és az els® különbségsorozat n-edik tagjának összegeként áll el®.

Ám az els® különbségsorozat is egy magasabbrend¶ aritmetikai sorozat, így annak n-edik tagja � az induk
iós feltevés

szerint � felírható
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Mivel

(
n− 1

0

)

=

(
n

0

)

,

(
n− 1

n− 1

)

=

(
n

n

)

és

(
n− 1

k

)

+

(
n− 1

k − 1

)

=

(
n

k

)

(Pas
al tétele), így ez ekvivalens azzal, hogy
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ami éppen az induk
iós állítás (n+ 1)-re felírva. �

Érdemes megjegyezni, hogy ha n > r (azaz egy r-edrend¶ aritmetikai sorozat r-nél nagyobb index¶ tagját írjuk

fel), akkor az r-nél nagyobb sorszámú di�eren
iasorozatok els® tagja 0, vagyis itt a nemnulla tagok száma legfeljebb

r + 1.

A 2. feladat megoldása. Sn els® tagja a1, második tagja S2 = S1 + a2, ahonnan S2 − S1 = a1, illetve általában

Sn−1 + an = Sn, vagyis Sn − Sn−1 = an. Eszerint (an) az (Sn) els® di�eren
iasorozata � eltekintve attól, hogy a1-et

nem kapjuk meg két szomszédos (Sn)-beli tag különbségeként. Ezen persze nem nehéz segíteni, bevezetjük az (Sn)
sorozat 0-adik tagját, és mivel ekkor S1 − S0 = a1 és S1 = a1, így S0 = 0. (A nullát szokás üres összegnek nevezni.)

Nem szabad azonban megfeledkeznünk arról, hogy így az (Sn) sorozat tagjait nem 1-t®l, hanem 0-tól számozzuk.

Ekkor I. alapján � nem elfelejtve, hogy az (Sn) sorozatban az els® tag indexe 0, vagyis nem az n index¶, hanem az

n− 1 index¶ tagot adja meg I.
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ami az n index¶ ((n+ 1)-edik) tag:
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Mivel (Sn) els® di�eren
iasorozata az r-edrend¶ (an) aritmetikai sorozat, így (Sn) (r + 1)-edrend¶ aritmetikai so-

rozatot alkot; az (an)-et megel®z® magasabbrend¶ aritmetikai sorozat, amelynek els® di�eren
iasorozata (an), így
használhatjuk rá az (a(−1)

n ) jelölést, amely szerint:
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Példák. Számítsuk ki ennek alapján a természetes számok négyzeteinek összegét. A természetes számok négyzetei

másodrend¶ számtani sorozat, mert a di�eren
iasorozata a páratlan számok sorozata (els®rend¶ aritmetikai sorozat),

így az összege harmadrend¶ aritmetikai sorozat. (Az els® indexet 0-nak véve a sorozat n index¶ tagja az els® n

négyzetszám összegét adja eredményül.) A sorozat els® néhány tagja: 0, 1, 1+4 = 5, 1+4+9 = 14, 1+4+9+16 = 30,
. . .

(a(−1)
n

): 0 1 5 14 30. . .

(a(0)n ): 1 4 9 16. . .

(a(1)n ): 3 5 7. . .

(a(2)
n

): 2 2. . .
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=
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A természetes számok köbeinek összege (amely negyedrend¶ aritmetikai sorozat) els® néhány tagja 0, 1, 1+ 8 = 9,
9 + 27 = 36, 36 + 64 = 100, 100 + 125 = 225.

Kiszámítva a di�eren
iasorozatokat:

(a(−1)): 0 1 9 36 100 225. . .

(a(0)): 1 8 27 64 125. . .

(a(1)): 7 19 37 61. . .

(a(2)): 12 18 24. . .

(a(4)): 6 6. . . , konstans
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