A 2013. évi Kiirschak Jo6zsef Matematikai Tanuléverseny feladatainak megoldasa

1. Legyen a és b két olyan pozitiv valds szam, amelyekre 2ab = a — b teljesiil. Tetszdleges pozitiv egész k esetén
jelolyiik xy-val, illetve yi-val az ak-hoz, illetve bk-hoz legkdzelebbi egész szdmot; ha egqy szamhoz két legkozelebbi egész
szdm is van, akkor valasszuk ezek kozil a nagyobbikat. Igazoljuk, hogy barmely n pozitiv egész szam akkor és csak akkor
szerepel az x1,Ta, ... sorozatban, ha n legaldbb hdromszor szerepel az y1,yo, ... sorozatban.

Megoldas. Azt bizonyitjuk, hogy barmely pozitiv egész n szam az (yi) sorozatban pontosan kettGvel tobbszor
fordul el6, mint az (x) sorozatban. A feltétel szerint
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f(n) =max{k>0: 2, <n} és g(n)=max{k>0:y; <n}.
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Vilagos, hogy n > 1 esetén az n szam az (xy) sorozatban f(n) — f(n — 1), az (yx) sorozatban pedig g(n) — g(n — 1)
alkalommal fordul els. Ezen kiviil

g(n) —gln—1) = (f(n)—|—2n—|—1) - (f(n— 1)+2n—1) =f(n)— fin—1)+2,
tehat n valoban pontosan kettével tobbszor fordul els az (yy) sorozatban, mint az (zy)-ban. O

2. Tegyiik fel, hogy a Py, Py és Ps zdrt, konvex sokszoglemezek rendelkeznek azzal a tulajdonsdggal, hogy barhogyan
is valasztjuk az A € Py, B € Py és C € P3 pontokat, az ABC hdromszdg terilete legfeljebb egységnyi.

(a) Bizonyitsuk be, hogy a P1, Ps és P3 sokszoglemezek valamelyikének a terilete 4-nél kisebb.

(b) Mutassuk meg, hogy megadhatck Py, Py és Ps sokszéglemezek a fenti tulajdonsdggal igy, hogy Pi-nek is és
Ps-nek is 4-nél nagyobdb legyen a terilete.

Megoldas. (a) A Py, P; és Ps sokszogeknek valasszuk ki két cstucsat (X-et és Y-t) ugy, hogy e két cstcs kiilonboz6
sokszogekhez tartozzék és L
d:=|XY]

tavolsaguk maximalis legyen. Mivel a harom sokszognek Gsszesen véges sok csiicsa van, ez valoban megtehets. Felte-
hetjiik, hogy X € P, és Y € Ps.

Az X és Y vélasztasa folytan a P3 sokszog benne van az X koré rajzolt d sugard korben és az Y koré rajzolt d sugara
korben is. Mivel P; barmely Z pontjara az XY Z haromszog teriilete legfeljebb egységnyi, ezért a Ps sokszoglemez része
egyuttal annak a savnak is, amelyet az XY egyenessel parhuzamos, attol 2/d tavolsagra levs egyenesek hatarolnak.

E megfigyeléseinkbdl az adodik, hogy a Ps sokszog benne van abban a T téglalapban, amelynek XY egy kézépvonala
és az XY -ra merdleges oldalanak hossza 4/d. Raadasul P; a T egyetlen cstcsat sem tartalmazhatja a fenti két koron

4
beliili elhelyezkedése folytan, ezért Ps teriilete bizonyosan kisebb T teriileténél, azaz d- i 4-nél. A feladat (a) részében

pedig pontosan ezt kellett igazolnunk.

(b) Legyen Hs az origot tartalmazo egyponti halmaz, Hy és Hs pedig az origo koriili V2 sugart kér. Béarho-
gyan is valasztunk egy-egy pontot e halmazokbol, azok olyan haromszoget alkotnak, amelynek van két, legfeljebb v/2
hosszusagi szomszédos oldala, igy a teriilete legfeljebb egységnyi.

A Hj-be,illetve Ho-be irt négyzet atlojanak hossza 2\/5, vagyis e négyzet oldalhossza 2, teriilete pedig 4. Tehat mind
H,, mind H teriilete hatarozottan nagyobb 4-nél. Talalhato tehat olyan pozitiv € szdm, amelyre az orig6 kozéppont,
V2 — € sugart kor teriilete 4-nél nagyobb. Valasszuk ezutan a Py és P, sokszdgeket ugy, hogy mindketts tartalmazza
az origo kizepl V2 — e kort, de benne legyen az origo kézeptd v/2 — £/2 sugart korben. Legyen Ps tetszGleges olyan
konvex sokszoglemez, amely benne van az origd kdzept /2 sugara korben. Megmutatjuk, hogy az igy valasztott P,
P, és P3 konvex sokszoglemezek rendelkeznek a (b) részben eldirt tulajdonsaggal.



Mivel a sokszoglemezeket igy valasztottuk, hogy P; és P, teriilete 4-nél nagyobb, ezért minddssze azt kell igazolni,
hogy ha A € P, B € P, és C € Ps, akkor az ABC héaromszog teriilete nem lehet 1-nél nagyobb. Toljuk el az ABC
haromszoget gy, hogy a C csics az origoba keriiljon. A konstrukcié folytdn az A, B és C cstcsok eltoltjai benne
lesznek a Hp, Ho, illetve Hjs halmazokban, ezért a fenti megfigyelésiink szerint az eltolt haromszog teriilete nem
nagyobb egynél. Ugyanez igaz tehat magara az ABC haromszogre is, nekiink pedig éppen ezt kellett bizonyitanunk.(]

Megjegyzés. A feladatot a bizottsag sajnos pontatlanul tizte ki: lemaradt az a kikotés, hogy a Pi, P> és Ps sokszoglemezek
egy sikba esnek. Szerencsére ez nem okozott félreértést, mert minden megoldo élt ezzel a kimondatlan feltevéssel.

3. Igaz-e, hogy ha n > 2 egész, és minden 1 <1 < j < n pdrra adott egy l;; nemnegativ valds szam, akkor léteznek
olyan a1, ... ,a, nemnegativ valds szamok, amelyek osszege nem haladja meg az l;; szamok Gsszegét, és |a; — aj| > l;;
teljestl minden 1 <i < j <n pdrra?

Megoldas. Megmutatjuk, hogy a valasz igenl6. Legyen m = Ui minden
1 <14 < j < n parra.
Hatarozzuk meg egyenként a tovabbiakban potencidlnak nevezett aq,as,...,a, mennyiségeket (nem feltétlentl

ebben a sorrendben) a kovetkezs szabaly szerint. Minden lépésben valasszunk egy olyan ¢ indexet, amelyre az a;
potencialt korabban még nem hataroztuk meg, és amelyre azon lj; értékek s Gsszege, amelyekre ap-t mar kordbban
meghataroztuk, a lehets legkisebb. Az igy megvélasztott ¢ indexre legyen az a; potenciél ez a minimadlis s Osszeg.
Tegyiik fel, hogy az a; potencialt az a; potencidl el6tt hataroztuk meg, tovabba, hogy K az a; el6tt, M pedig az a;
utan, de a; el6tt meghatarozott a; potenciadlokhoz tartozo6 ¢ indexek halmaza. Az eljarasbol kovetkeztében ekkor

a; = Zlkj+lij+ Z linj > Zlki+lij+ Z Lmj =
keEK meM keK meM
= a; + i + Z lmj = ai + lij,
meM

tehat |a; — aj| > l;; valoban teljesiil minden ¢ # j parra.
Az indoklas befejezéséhez pedig minddssze annyit kell megfigyelniink, hogy

S:=a;+as+...+a,

éppen az l;; (1 < i < j < n) értékek Gsszege, hiszen minden egyes [;; pontosan egyszer szerepel S-ben, mégpedig
az a;-t és a;-t definidlo Osszegek koziil abban, amelyik a késébb meghatarozott potencidlhoz tartozik. g

Megjegyzés. A feladat és a megoldasa is sokkal vildgosabb, ha atfogalmazzuk grafokra. Ilyen szohasznalattal élve azt kell
igazolnunk, hogy barhogyan is rendeliink egy n pontiu teljes graf éleihez nemnegativ élhosszakat, a grafnak létezik egy aciklikus
(azaz irdnyitott kort nem tartalmazo) iranyitasa, és az n cstics mindegyikéhez hozzarendelhet6 egy-egy nemnegativ potencial
agy, hogy a csticsok potencialosszege ne haladja meg az élek Osszhosszat, tovabba barmely uov irdnyitott él esetén az u és
v csticsok potencidlkiilonbsége legalabb az uv él hossza legyen.

A megoldas kulcsa, hogy a potencialok megvalasztasanak sorrendje az l;; élhosszakhoz tartozo igynevezett minvissza sorrend.
Ez dgy kaphato, hogy tetszéleges csticsbdl kiindulva, ha mar kivalasztottuk a sorrend els6 néhany elemét, akkor a soron kévetkezs
csics az lesz, amelynek Ossztavolsaga az eddig valasztott csicsoktol minimalis. Ha ezek utan a graf minden élét a minvissza
sorrendben korabban felbukkané csicsbol a sorrendben késGbb szerepls csiicsba iranyitjuk, akkor a potencidlokat természetes
modon definialva éppen a kérdéses a; szamokat kapjuk meg.

Erdekes, hogy mig a hasonlé médon definialt maxvissza sorrendet sokat vizsgaltak (a segitségével példaul hatékony algoritmus
adhaté arra, hogy egy Osszefiiggé grafban megtalaljuk a lehetd legkevesebb élt, amelyek elhagyasatol a graf mar nem marad
Osszefiiggs), addig a minvissza sorrendnek a bizottsag tudomasa szerint nem ismert hasonl6 alkalmazasa.
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