Lattuk, hogy a hatvanykozepek, ha a kitev6t nagyon kicsinek valasztjuk, tetszés szerint kozel jutnak a mértani
kozéphez. Kérdés most, mit tudunk mondani a hatvanykozepekrdl, ha a kitevs ,,nagyon nagy” lesz és ha ,nagyon nagy”
negativ értékeket vesz fel. Legyenek a1, ag, ..., ai, az adott nem negativ szdmok. Rendezziik Gket mindjart nagysag
szerint, tehat legyenek pl. a1 < ag < ... < ay és ne legyenek az Osszes a-k egyenlk. Képezzik a ¢1, g, . . ., gr (pozitiv)
silyokkal silyozott r-edik hatvanykozepet, tehdt ha ¢n +q2+ ... +qpr =1, a

H, = (qua} + qzab + ... + qual)'/"
kifejezést.

Ez sem til nagy, sem tual kicsi nem lehet. Legyen el6szor r pozitiv. Csokkentsiik egyrészt a kifejezést gy, hogy
csak az utolsd tagot tartjuk meg bel6le, masrészt noveljik a kifejezést, ha mindegyik a helyett a legnagyobbat irjuk.
Igy kapjuk, hogy

1/r

g ay < H, < (a1 + a2 + ...+ qr)aj] Q-

Ha viszont a kitevé —r negativ szam, (tehat a fenti kifejezés tulajdonképpen nevezében all és ott is az a-k hatvanyainak
reciprokai allnak), akkor nagyobbitjuk a kifejezés értékét, ha tagokat elhagyunk, pl. csak az els6t tartjuk meg, viszont
kisebbitjiik, ha az egyes tagokat nagyobbitjuk pl. minden a-nak a —r-edik hatvanya helyébe aj-t irunk. Igy azt kapjuk,
hogy

r —pe\— 1/ _—1/r
(1/‘11)1/ ar = (q1a; ") / > H, > [(‘J1+Q2—|—...—|—gk)al ] Y =a.

Az el6z6 kozleményiink segédtételében megmutattuk (més jeloléseket hasznélva), hogy ha ¢ pozitiv szam, akkor
az u pozitiv hatvanykitevét elég kicsinek valasztva elérhetjiik, hogy ¢* tetszés szerint kevéssel kiilonbozzék 1-t6l. Ezt

egyrészt ¢ = qi-val, masrészt ¢ = 1/qi-gyel, mindkét esetben u = 1/r-rel alkalmazva azt nyerjiik, hogy egyrészt

/"y, tetszés szerint kevessel kiilonbozzék

valaszthatjuk 1/r-et elég kicsinek, tehéat r-et elég nagynak ahhoz, hogy q,i
ax-t0l, masrészt ismeét r-et elég nagynak valasztva elérhets, hogy (1/ ql)l/ "a1 tetszés szerint kevéssel kiillonbozzék aq-
t6l. Az igy valasztott kitevGkkel véve a H, hatvanykozép is tetszés szerint kozel lesz ag-hoz, ill. a H_, kdzép tetszés
szerint kozel jut a;-hez. Igy ha a kitevét minden hataron til noveljiik, a hatvanykozép tetszés szerint kozel keriil az
a-k legnagyobbikahoz, ha pedig negativ értékeken &4t minden hataron tul csokkentjiik, akkor tetszélegesen kozel jut az
a-k legkisebbikéhez.

A IV. kdzleményben emlitettiink a konvexségre jellemzé néhany tjabb geometriai tulajdonsagot. Igy egy f(x)
fiiggvény gorbéje konvex, egy szakaszon, ha e szakasz barmely harom noévekvs abszcisszak szerint kovetkezd Py, Ps,
Ps pontjara fennall, a kovetkezs tulajdonsidgok barmelyike:

a) hogy a P; P, har a P, P; har alatt van,

b) hogy a P, Ps hur a P; P; hur alatt van,

¢) hogy a P, P, hur meghosszabbitasa a P, Ps huar ala fut.

d
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!
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Fejezziik ki e tulajdonsagokat az algebra nyelvén. Ha két egyenesnek egy pontja kozos, akkor egy nagyobb abszcissza-
értéknél az van magasabban, egy kisebb abszcissza-értéknél pedig az van mélyebben, amelyiknek a meredeksége na-
gyobb. Az f(x) gorbe £ és £ abszcisszaju pontok kozti hirjanak a meredeksége pedig

f(E&) - 1)
&-¢

Igy ha a harom pont abszcisszai x1, 2, =3, akkor a fenti tulajdonsagokat rendre az

flza) = f(z1)  flxz) = f(21)

(a) < 7
T2 — T1 xr3 — 1

(b) fas) = flar) _ flwa) = flaa)
T3 — T1 T3 — T2

(c) flwa) = f(@1) _ flzs) = flz2)

T2 —T1 xr3 — T2

! Ezzel megoldasat adtuk a 380. feladatnak. Megoldotta: Kantor S. , Zatyko L.
2Erzel megoldasat adtuk a 381. feladatnak. Megoldotta: Kantor S. , Zatyko L.



egyenl6tlenségek fejezik ki. Mindegyik egyenlGséget atszorozhatjuk a nevezfk szorzataval, mert feltétel szerint z; <
Z9 < x3 és igy mindegyik nevezs pozitiv. Ha még a kapott egyenl6tlenséget nullara redukaljuk és f(z1), f(x2), f(x3)-at
roviden yi, y2, ys-mal jeloljiik, akkor mindharom egyenlGtlenséghdl az

(t) z1(y2 — y3) + 22(ys — y1) + x3(y1 —y2) >0

egyenl6tlenséghez jutunk és ez vissza is alakithat6 a harom egyenl6tlenség barmelyikévé. A (t) egyenlGtlenség baloldalan
allo kifejezés a Py Py P3 haromszog kétszeres teriiletének kifejezése koordinatak segitségével. Igy a kapott egyenlGtlenség
szerint a harom pont nem sorakozhat egy egyenesen, s6t azt is tudjuk, hogy ha a teriiletet pozitiv elGjellel adja a
képlet, akkor a P;, P5, Ps csicsok az Ora jarasaval ellenkezd koriiljaras sorrendjében kovetkeznek. Ez a geometriai
tulajdonsag tekinthets a konvexség tjabb geometriai jellemzésének is, amibdl kénnyen kovetkeznek az (a), (b) és (c)
tulajdonsagok. Konnyt latni, hogy ez a geometriai tulajdonsag tartalmazza a kéttagi stulyozott Jensen-egyenlGtlenséget
is, amit eredetileg a konvexség jellemzésére hasznaltunk. Utobbit ugy kaptuk, hogy az algebra nyelvére forditottuk a
kovetkezs tulajdonsagot: a P pont a Py Ps hur alatt van. Mivel zo az (21, x3) szakaszt (zo — x1) : (z3 — x2) ardnyban
osztja, igy a P Ps hur x4 abszcisszaju pontja ugyanilyen ardnyban osztja a hurt, tehat ordinataja

(x3 — @2) f(21) + (22 — 71) f(23)

Ir3 — I

s igy a mondott tulajdonsagot az

(x3 — 22) f(21) + (32 — 71) f(73)

Ir3 — I1

G) fla2) <

egyenlGtlenség fejezi ki.
xr3 — T2 T2 — T1
=41,
r3 — I1 r3 — I1

értéket, (ami azt fejezi ki, hogy xo az (x1, x3) szakaszt g2 : q1 = (w2 — x1) : (x3 — x2) ardnyban osztja), akkor
megkapjuk a Jensen-egyenl6tlenséget. Mésrészt viszont a (j) egyenlStlenség is atalakithato a (t) egyenl6tlenségge,
csupa olyan lépésekben, melyek ellenkez6 irdnyban is elvégezhetsk, vagyis a (t) egyenlétlenség atalakithatd a Jensen-
egyenl6tlenségge is és viszont. Ebbdl az is kovetkezik, hogy az (a), (b), (c) egyenlStlenségek mindegyike (és a (t) is)
kovetkezik a Jensen-egyenlGtlenséghdl és megforditva utobbi is ezek barmelyikébdl.

Meég altalanosabban azt is mondhatjuk, hogy egy fiiggvény konvex ha két har koziil, melyek egyikének mindegyik
végpontja megel6zi a masik megfelel végpontjat (esetleg az egyik végpontjuk Gssze is eshet) mindig az els6 meredeksége
kisebb. Legyenek a két hur végpontjanak abszcisszai x; és o ill. & és &2, 1 < &1, ©a < &2, de a két hir ne essék

egybe, akkor a feltétel igy irhato:
. Q2
% p :
i ‘Q%/ ’
Q 2 B

(d) flx2) — flz1) < f(&2) — f(fl)'

T — T1 & — &1

Ha itt egyrészt = @o-t irunk, tehat ¢1 + g2 = 1 és xo helyébe a vele azonos gi1z1 + ¢2x3

Itt o lehet kisebb is, nagyobb is £1-nél és Ossze is eshet vele. Ha itt 21 és & egybeesik, akkor (a)-t, ha zo és & esik
egybe, akkor (b)-t, ha pedig z2 és &1, akkor (c)-t kapjuk. De utobbiakbol is kovetkeztethetiink a (d) egyenlGtlenségre.
Ha valamelyik két végpont egybeesik, akkor lattuk, hogy az (a), (b) vagy (c) egyenl&tlenséget kapjuk. Ha zo < &,

akkor (a) szerint
flwa) = flon) _ (&) = fla)

Tl — 21 &1 —x1

viszont (c) szerint

f(&) = flza) - f(&) — f(&)
§1— 11 -6

A kettobol kovetkezik (d). Ha viszont xo > &7, akkor (a) szerint
f@2) — fz1) - f(&2) — f(z1)

T2 — T1 & — 11

viszont (b) szerint

f(&2) — f(z1) - f(&2) — f(&)
52 — I 52 - 51 ’

3Eazel megoldasat adtuk a 382. feladatnak. Megoldotta: Kantor S. , Reichlin V., Zatyko L.




a kett6bdl ismét kovetkezik (d). A fontebbi meggondolas szerint akkor a Jensen egyenlStlenség teljesiilésébol is kovet-
kezik a (d) egyenlStlenség és megforditva a Jensen-egyenlGtlenség is (d)—b(ﬁlﬂ

A (d) egyenl6tlenség ismételt alkalmazasaval nyerjiik a kovetkezot: Legyen ug > ug > ... > ug, v1 > vy > ... > vy,
de legalabb az egyik sorozat ne alljon csupa egyenld elembdl, végiil vezessiik be a kovetkezs jeloléseket:

o H@) = Fw) ) = fu) Dy = 0) = ()

5 5 ey -

U1 —u V2 — U2 Vg — Uk

Ekkor kapjuk, ha f(z) konvex fliggvény, hogy

Dy > Dy, Dy>Ds, ..., Dy_1 2> Dy,
azaz D1 — Do > 0, Dy — D3>0, ..., Dyp_1—Dy>0.
Feltevésiink szerint nem allhat mindeniitt az egyenl&ség jele.
Legyen U;=wu1, Us=wui+ue, ..., Upx=ui+us+...+ug,
és Vi=vy, Vo=wvi+4+wve, ..., Vei=vi+ve+...+ vk

Ha most Uy < V3, Uz < V..., Ug—1 < Vi_1, de Uy = Vj, akkor ezeket rendre szorozva a fonti pozitiv mennyiségekkel
és Osszeadva kapjuk, hogy

Ui(Dy — D3) + Us(Dgy — D3) + ...+ Ug—1(Dg—1 — Dy) + U Dy, <
< Vi(Dy — D3) + Vo(Dgy — D3) + ...+ Vi—1(Dg—1 — Dy) + Vi D,

és a D-k szerint atrendezve (miutan Us — Uy = ug, Us — Uy = usg, ..., Uy — Ug—1 = uy és hasonlo érvényes a V-kre)
kapjuk, hogy
w1 Dy +usDo + ... +up Dy < viDy +v9Do + ... + v Dy,

ha az f(z) fiiggvény konvex. [l
Redukiljuk az egyenlGtlenséget nullara. A D-k jelentését tekintetbe véve a szorzokkal tudunk egyszertsiteni és az

(f(v1) = f(w)) + (f(v2) = flu2)) + ...+ (f(v) — flug)) >0,

vagy
flun) + fuz) + .o+ fug) < f(o1) + flo2) +... 4 f(vr)

egyenl6tlenséghez jutunk.
Tegyiik most fel megforditva, hogy egy f(z) fliggvényrol csak annyit tudunk, hogy kielégiti az utolsé egyenl6tlen-
séget, ha az u-k és v-k eleget tesznek a fonti feltételeknek. Legyenek ekkor vy > vy > ... > vy olyan szamok, melyek

kozt vannak kiilonb6zok.
V1 F+v2+ ...+ UV V1 + V2 V1 F v+ .. Uk V1 F+ v+ ..+ V1 v+ v+ ...+ Uk

Ekkor vy > T — 3 R p— 3
Igyui=up=...=up = b1t v 4}; ddul. valasztas mellett ki vannak elégitve a kérdéses egyenlStlenségek s igy
fennall a
kf (“1”22'“”’“) < fn) + Flv) + ...+ F(on)

egyenl6tlenség, ami nem mas, mint a k-tag szimmetrikus Jensen-egyenl6tlenség. Tudjuk azonban, hogy ennek telje-
stilésebdl kovetkezik a fiiggvény konvex volta. f(z) tehat konvex fiiggvény.

Vizsgalatainkat atvihetjiik tobbvaltozos fliggvényekre is. Kétvaltozos fliggvényt még tudunk abrazolni a térben: a
z = F(z,y) fiiggvény értékeit gy abrazolhatjuk, hogy a fiiggetlen valtozok egy x, y értékparjat egy sikbeli koordinata
rendszerben abréazoljuk és a fiiggvényértékeket egy-egy ilyen pontban a sikra mer6leges irdnyban abrazoljuk. Minden
szambajovs helyen ilyen modon abrézolva a fliggvényt altalaban egy feliilet alakul ki a pontokbol. Ez ismét lehet
dombort vagy homort (alulrél nézve). Ezekben az esetekben a fiiggvényt is, aminek a feliilet a képe konvexnek, ill.
konkavnak fogjuk nevezni. Pl. a konvexséget geometriailag a térben is azzal jellemezhetjiik, hogy a feliilet két pontjat
0sszekot hur mindig a feliilet f6l6tt van. Mivel az (x1, y1), (22, y2), pontok kozti szakaszt go : ¢1 ardnyban osztd
pont koordinatai, ha még q1 + g2 = 1, (121 + g222, q1y1 + g2y2) és ebben a pontban a gorbén a z1 = F(z1,y1),
z9 = F(x9,y2) ordinatak kozti hur ordinataja g121 + go222, igy az emlitett geometriai tulajdonsagot az

F(qz1 + @x2, quyn + @2y2) < i F (@1, 91) + @2 F (22, y2)

Jensen-egyenlGStlenség irja le. Tobb valtozo esetén mar geometriailag nem tudjuk a fliggvényt szemléletesen dbrazolni,
a konvexség fogalmat azonban ebben az esetben is értelmezhetjiik éppen a fenti egyenlGtlenség megfelelgjével. Egy

4Ezzel megoldasat adtuk a 385. feladatnak. Megoldotta: Reichlin V., Zatyko L.
5Ezzel megoldasat adtuk a 386. feladatnak. Megoldotta: Kantor S.
5Ezzel megoldasat adtuk a 387. feladatnak. Megoldotta: Kantor S.



F(x1,xa,...,x,) fliggvényt konvexnek nevezziik, ha barmely két (z1,zo,...,2,), (Y1,Y2,...,Yn) pontra és qi, g2
pozitiv stulyokra, melyekre g1 4+ g2 = 1 fennéll az

F(qizr + @y1, 12 + @22, - - -, (1% + @2yn) <
<@ F(r1,22,...,00) + @F (1,92, - - Yn)

1
egyenl6tlenség. Specidlisan, ha g1 = g2 = 3 akkor kapjuk az

5 T g T g
F(z1,22,. .., Zn) + F(y1,Y2, - -, Yn)
<
2
szimmetrikus Jensen-egyenl6tlenséget. Ismét igaz, hogy ennek a teljesiilésébsl kovetkezik a két és az akdrhany taga
sulyozott Jensen-egyenlGtlenség teljesiilése is, legalabbis racionalis sulyok esetén. A bizonyitast kétvaltozos fiiggvényre
mondjuk el. T6bb valtozora szoszerint ugyanigy torténhetik, csak irni kell tobbet. Feltessziik tehat, hogy egy F (x,y)
fliggvényre teljesiil az

F(£C1+y1 T2 + Y2 $n+yn><

pTitre ity F(z1,y1) + F(22,92)

s <
2 2 2

egyenl6tlenség. A Cauchy-féle gondolatmenetet kivetve elGszor is megmutatjuk, hogy teljesiil a hasonls, de 2% tagu

szimmetrikus egyenl6Stlenség. k = 1-re az allitas csak a feltételi egyenlStlenséget jelenti. Tegyiik fel, hogy valamilyen

j-re mAr tetszés szerinti nem csupa egyenls (21,y1), (X2,y2), ..., (T2i,Yes) pontparok esetén bebizonyitottuk az
F<x1+xz+_...+x2j7y1 +y2+_...+y2j> -
27 27
< F(zi,y1) + F(a2,92) + ... + F(@25, y21)
23

egyenlGtlenséget. Legyen most adva 2911 szama pont:

(T1,91) -+ (T25,Y25), (P25 41, Y2i 1) - - - (Taitr, Yoier).

Ekkor

P RS e R R Yit+. Yy Fya o)
2J+1 ’ 2i+1 N

I1—|—...—|—1172j+$2j+1—|—...—|—$2j+1 y1—|—...—|—y2j+y2j+1—|—...+y2j+1

27 29 2i 2i
2 ’ 2 -
Sl r w1+..t+$2j’y1+..._+y2j L F x2j+1+..‘.+x2j+1,y2j+1+..‘.+y2j+1 <
2 2t 21 23 23

F(xy,91) + ...+ F(x5,y2) " F(x9i11,Yy2i41) + o + F(@541,Ya541)
< 27 29 -
- 2

F(xy,y1) + .o+ F(015,y25) + Fgi 41,925 41) + -+ F(@541,Y2i1)
- 2j+1 :

Ha a pontok nem mind esnek egybe, akkor nem &llhat fenn mindeniitt az egyenlGség jele s igy teljes indukcioval
bizonyitottuk allitasunkat.

Ha most van tetszés szerinti szamu pontunk: (x1, ¥1), ..., (Tx, y&), akkor valasszuk j-t tgy hogy 297! < k < 27,
(k= 27_re mar bizonyitottuk a szimmetrikus egyenlGtlenség teljesiilését) és legyen

ry+ ...+ y_y1+...+yk

k k
Ekkor
F(x,y):F x1+...+xk,y1+...+yk _
k k
_F(x1+...+xk+(2j—k)x y1+...+yk+(2j—k)y)<
B 2i ’ 27

F(zi,y1)+ ...+ F(a:k,‘yk) + (29 —k)F (z,y)

< 57




az éppen bizonyitott allitas szerint, ez pedig atrendezve a
kF(z,y) < F(z1,y1) + ... + F(xk, yk)
egyenl6tlenséget adja, vagy = és y jelentését beirva és k-val osztva

r 1+ ...+Tp Y1 +...+ Yk F(:El,yl)—i-...—i-F(xk,yk)
2 ’ 2 < 2 ’

vagyis teljesiil a k tagl szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenség is.
A raciondlis silyokkal silyozott Jensen-egyenlStlenséget mindig atirhatjuk szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenséggé,
melyben az egyes alappontok tobbszor ismétlgdnek. Igy ezen egyenlStlenség teljesiilése is kovetkezik levezetésiinkbdol.

Ahhoz, hogy a tetszéleges valds silyokkal sulyozott Jensen-egyenlGtlenséget is szigortan bebizonyithassuk, fel
kellene tenni a fliggvényrél, hogy nem valtozhat hirtelen tdl nagyot a fliggvényérték, ha az egyes valtozok csak nagyon
kevéssel valtoznak. Természetesen elGszor is ezt a nagyon hozzavetSlegesen fogalmazott tulajdonsagot — amit a fiiggvény
folytonossaganak neveziink — matematikai szigorusaggal kellene megfogalmazni, azutan szigorian be kellene bizonyitani
ez esetben is a Jensen-egyenlGtlenség teljesiilését. Ezzel lenne teljes annak a bizonyitasa, hogy a kéttagi szimmetrikus
egyenl6tlenség teljesiilése is elegends ahhoz, hogy a fiiggvény konvexségére kovetkeztethessiink. Bar ennek a részleteibe
nem fogunk most belemenni, a tételt mégis fel fogjuk hasznalni.

Nyilvanvaloan ugyanezen az tton bizonyithatjuk azt is, hogy egy G (z1,...,z,) tobbvaltozos fiiggvény akkor és
csakis akkor konkév, ha barmely két (x1,...,2,) és (y1,...,Yn) ,pontra”.

G(:El—i_yl xn+yn>>G(‘T177yn)+G(y177yn)

5 T 5 .
Hasonlo6 egyenlétlenségekkel jellemezhet6k a tagabb értelemben konvex és tagabb értelemben konkav fliggvények is. [

Példaképpen vegyiik a pozitiv értékekre értelmezett /zy fliggvényt. Erre képezve a szimmetrikus Jensen-egyenlGtlenséghen
szerepld két oldal kiilonbségét:

\/(961 +!E2) (y1 +y2) VYt Tl
2 2 2 B

1 (w1 +22) (0 + 1) — (VEIGL + yTa00)”

2 (1 +y2) (1 +y2) + /Tiw + Tavs

Itt a nevez6 pozitiv, a szamlal6 igy alakithaté tovabb a négyzet tagokra bontasa és Gsszevonds utan:

T1Y2 + Toy1 — 24/T1Y1T2Y>.

Itt az elsé két tag az x1y» és Toy1 szamok szamtani kdzepének, a kivonando pedig mértani kozepiiknek a kétszerese. Igy
a kiilonbség nem lehet negativ. A kifejezés értéke 0 lehet azonban, ha x1ys = xoy1, azaz x1/y1 = x2/ys. A feliilet tehat
tagabb értelemben konkiv. Az (z,y) sikon a kezds ponton atmend egyenesek folétt a feliileten is egyenesek huzédnak.

A lgg (a® + oY) fiiggvényre
lgg (a®* + a¥') + lovg (a*2 + a¥?)
2

= lgg \/(aml + a/’yl)(amz + ayz) 2

N N T1+2 T2+Y2
>log (Va1+v + Varz+y2) = log (a T a2 )

az elébb bizonyitott egyenlStlenség szerint feltéve, hogy a > 1. EgyenlGség akkor allhat, ha a**™¥* = ¢*27%2, Ha

0 < a < 1, akkor a forditott egyenlGtlenség érvényes, tehat log (a” + a¥) tagabb értelemben konvex, ha a > 1 és
tagabb értelemben konkav, ha 0 < a < 1.
Vizsgéljuk most az xz® fiiggvényt ha x, y, q1 és go pozitiv és g1 + g2 = 1. Itt az

zi'ys® +a5'yy” o (901-1-!102)q1 (yl-f-m)q2

1
= = (z1 +22)" (Y1 +y2)%,

2 2 2 2

kifejezéseket kell Osszehasonlitanunk. A kett$ hanyadosat fogjuk tudni alkalmasan atalakitani, felhasznalva, hogy két
mennyiség stlyozott mértani kdzepe kisebb az ugyanazon stulyokkal stulyozott szdmtani kdzépnél.

xlilytllz + xgl ygz _ ( 1 )lh ( Y1 >¢Z2 + ( Zo )lh ( Y2 )Qz <
(x1 4+ 22)8 (Y1 + y2)22 T1 + X2 Y1+ Y2 T1 + X2 Y1+ Y2 -

X X
<q L1y Yy + ¢ 2 _ 1y

2 2
T1 + X2 Y1+ Y2 r1 + X2 Y1+ Y2

=qg+gqg=1

"Ezzel megoldasat adtuk a 389. feladatnak.



Egyenl6ség akkor allhat, ha

1 __ W 65 T2 _ Y2 7
T1+2T2 Y1+ Y2 T1+2T2 Y1+ Y2
azaz, ha x1/y1 = wz2/y2. Az xPy® fiiggvény tehat, ha ¢; + ¢o = 1, tagabb értelemben konkiv. Hasonloan az
aftz® . xd fiiggvényre, ha 1, Ta, ..., Tn; Y1, Y25 -+ Ynj Gl G2, -« -, Gn DOZILIV €8 q1 + g2 + ... + qn = 1, ak-
kor

q1 .92 1,92
Ty Xy ol fyty® L ydn

2 —

q1 q2 qn
1+ Y1 T2 + Y2 Tn + Yn
5 5 5
T1+ Y1 T2 + Y2 Tn + Yn x1+ Y1 T2 + Y2 Yn + Yn -
x

X
! +...4q Ll 2 . In

2 n
< + + + + =
_Q1$1+y1 q2$2+y2 " T+ yn q1$1+y1 q2$2+y2 qnfvn'i‘yn
=g t+qet...+teg. =1

A fiiggvény tehat ismét tagabb értelemben konkav. Irjuk fel a k tagt szimmetrikus egyenlStlenséget. Jeldljiink & szami

szam n-est (;vgl), xél), cen :CS)), (xgz), :Eg2), . ,xg)), SN (xgk),xgk), . ,xg“))—val, ekkor
3:51) + 3:52) +...4+ ng) “ Igl) =+ a:gQ) + ...+ ng) qz 3:511) + ...+ a:,(zk) " >
k k o k -
- xgl)qlxgl)th B _%(zl)qn + x§2)q1 N ng)qn +. xgk)tnxgk)th N chlk)q"
- k

Itt, mivel ¢1 + g2 + ... ¢, = 1, a nevezdket el is hagyhatjuk.
Legyen 1/r+1/s =1 (r > 1). Alkalmazzuk az utols6 egyenl6tlenséget

q1 = 1/T, q2 = 1/87 n= 27 x(l) = a/qa y(l) = biu :L,(Q) = aga
(af 4+ ab+ ...+ af)V" (b5 + b5+ ...+ b)Y > a1y + agby + . .. + agby.

2™ = a7 y® = b re:

Egyenléség akkor all, ha af/b] = a3/b5 = ... = ay, /b;.
Ezt az egyenl6tlenséget nevezik Holder-egyenlGtlenségnek. Specialisan, ha » = s = ¢, akkor

\/a%—a%—i—...—i-a% \/b%—i-b%—i-...—l—biZalbl—i—agbg—i—...—i—akbk

és egyenlGség csak akkor allhat, ha a1/b; = a2/bs = ... = ar/bg. Ezt az egyenlGtlenséget Cauchy—Schwarz-féle
egyenl6tlenség néven ismerik, bar Bunyakovszkij méar el6bb is ismerte.
A Holder egyenl6tlenségben
1/s=1=1/r=(r=1)/r, s=7r/(r—1).

Legyen k = 2 és irjunk b; = cg_l, by = cg_l—et, ekkor
(aF + a7 (¢ + )z g
alakban kapjuk az egyenlétlenséget. (Egyenldség all, ha a1 /c; = as/co). Irjunk itt c;, co helyett z1 + 2 és y; + yo-t,
a1 és ag helyére el6bb x1, yi-et, azutdn o, yo-t és adjuk Ossze a két egyenlGtlenséget:
(a1 +yD)Y" + (@5 +u5) 7] [+ 22)” + (1 +92)'] 7 2

r—1 _

> (21 4+ 2) (1 + 22)" "+ (g1 +y2) (1 + y2)
= (14 z2)" + (11 +12)"

A baloldal masodik tényezéjével, mely pozitiv dtosztva és osztva meég 2 - 2'/"-vel az

1
2 2 2 - 2

T ro1/r
(‘rl + xz) + (yl + y2>
r r\ 1/r r r\ 1/r
<331+311>/ +<$1+y1>/‘|> 2 2

8Hzzel megoldasat adtuk a 390. feladatnak.
9Ezzel megoldasat adtuk a 391. feladatnak.



T T P Z2 Y2 Z1 z2
és = , azaz, ha — = —. Ez az

T+ T2 N Y1 + Y2 T+ X2 Y1+ Y2 U1 Y2

egyenl6tlenséghez jutunk. EgyenlSség all, ha

/r

r T 1
Tty fliggvény tagabb értelemben konvex voltat fejezi ki. Ha eljarasunkat nem a kéttagd, hanem a k tagu

2
Holder-egyenlétlenségre alkalmazzuk, akkor ugyanagy az

T +xh + ..o Lr
k

tagabb értelemben konvex voltat kifejezd egyenlGtlenséghez jutunk.
Irjuk fel utobbi fliggvényre a kéttagn szimmetrikus Jensen-egyenltlenséget, a két helyet”, ahol a fiiggvény értékét

vessziik (a1, ag, ..., ag)-val és (b1, ba, ..., b)-val jelolve:
T 1/7"
N ay + by
2
<

a1 + by T+ as + bsy T+
2 2

A <

<

1
2 k k

(a’{+a§+...+a’,;>1/r+(b’{+b’{+...+bg)1/r]

2. kY7 nel &tszorozva az

1/r

[(al +b1)r+(a2+b2)r+...—I—(ak—f—bk)r] <

<(af+ay+...+ap) O+ 05+ b)Y

4. n. Minkowski-féle egyenl6tlenséghez jutunk.

10E,zel megoldasat adtuk a 392. feladatnak.
1 Ezzel megoldasat adtuk a 393. feladatnak.



