2 4n
17. Mutassuk meg, hogy ( n> > —.
n 2n

Megoldas: Igazoljuk allitdsunkat teljes indukcioval. Az egyenlGtlenségben ha n = 1 az egyenlGség all. (12§).
-2
Tegyiik fel, hogy valamilyen k értékre mar igazoltuk az allitast. Vizsgaljuk meg a kovetkezs egyiitthatot:

2(+1)\  (k+2)(2k+1) 2K\  2-(2k+1) (2k\ 4(2k +1) 2k -4 2k 2k
E+1 ) (k+1)2 k) k+1 k) 2k+1)\k 20k+1) \k )’
Igy az indukcios feltevés szerint

(2(k+1)>>4 2k (2k> 2k 4F 4k +1

k+1 D \k) 2V T % 2kt

v

tehat k 4 1-re is igaz az Allitas. Ezzel bizonyitottuk, hogy n mindne értékére igaz.
Megoldotta: Laszlo Z.

18. Tegyiik fel ismét, hogy n = 100 és hogy n és 2n kozétt nincs primszdm. Mutassuk meg, hogy akkor 2V2n < (2n)%
kellene legyen.

Megoldas: A 16. és 17. feladatbol kovetkezik, hogy

- (2”) <oVl 4% ha n > 100.

%_n

_2n
2n -4~ 3 -nal szorozva:

3
——-edik hatvanyra emelve:
V2n Y
Megoldotta: Laszlo Z.

19. Mutassuk meg, hogy:

a) ha u 2 4 és u egész szam, akkor 2* = 3(u+ 1),

b) ha u = 4, akkor 2* > 3u (akdr egész szdm az u, akdr nem),

¢) ha u > 12, akkor (megint, akdr egész szdm az u, akdr nem), 2 > u®.

Megoldas: a) Az egyenlGtlenséget teljes indukcioval fogjuk bizonyitani: u = 4 esetében 2* = 16 > 3(4 + 1) = 15.
Tegyiik fel, hogy u = n esetében igaz. Ekkor 2" = 2" 42" >3(n+1)+3(n+1) 2 3(n+1)+3=3[(n+1) + 1].

Tehat igaz u = n + 1 esetében is.

b) Az éppen bebizonyitott egyenlStlenség szerint, ha u = 4

2¢ > 2l > 3([u] + 1) > 3u.
¢) Irjuk u-t 2 alakban, akkor a bizonyitandé egyenl6tlenség akkor igaz, ha
22" > 237 yagyisha 2° > 3z,
ami b) szerint = 2 4, tehat u = 2% = 16-ra teljesiil. u = 12, 13, 14, 15-re konnyti latni, hogy
2% > (u+1)3,

s igy mar u = 12-re igaz, hogy
2 > 2l > ([u] +1)% > .

Megoldotta: Laszlo Z.
20. Mutassuk meg, hogy n = 100 esetén a 18. feladatban szerepld egyenldtlenség nem dllhat.
Megoldas: 19. ¢) feladat egyenlStlenségébol uw = vV2n > v/200 > 14 helyettesitésével azt nyerjiik, hogy

2V2" 5 (V2n)? = (2n)%.

Megoldotta: Laszlo Z.

L A binomialis tételen keresztiil 4™ = 22" = (1 4+ 1)?" kifejezésbol nyerhetiink egy mésodik megoldast.



21. Mutassuk meg, hogy n és 2n kozdtt (2n-et beleértve) mindig van primszdm; azaz: bizonyitsuk be Csebysev tételét.

Megoldas: A 20. feladat allitasa éppen azt tartalmazza, hogy ha Csebysev tétele nem volna igaz n = 100 esetében,
abbdl ellentmondéas kovetkeznék. n = 100-ra tehét igaznak kell lennie a tételnek. -t6l 100-ig egyszertien probélgatassal
gy6z&dhetiink meg a tétel helyességérsl.

1 és 2 kozott van (a fOls6 hatért is beleértve) a 2; 2és 4 kozt a 3; n = 3,4-re n és 2n kozt van az 5; n = 5,6-ra a 7;
n = 7-t6l 12-ig a 13; n = 13-t6l a 22-ig a 23; 23-t6l 42-ig a 43; 43-t6l 82-ig a 83; végiil n = 83-t6l 100-ig nés 2n kozt
van pl. a 101 torzsszam. Igy a tétel n = 1-t6l 100-ig is fennall, s igy megmutattuk, hogy minden n-re igaz.

Megoldotta: Laszlo Z.



