1. Mely szamtdl kezdve lesz

Megoldas: Annak megmutatasahoz, hogy 7(z) < g azt hasznaltuk fel, hogy két egymas utan kovetkezs szam koziil
az egyik paros, tehat, ha 2-nél nagyobb, akkor nem lehet primszam. Annak megmutatiasahoz, hogy valahonnan kezdve
m(x) £ z vegyiik igénybe a 3-mal oszthat6 szamokat is. Ha harom egymas uténi szdmot vesziink, ezek egyike oszthato

3-mal és legalabb egy paros, de, ha csak harom szamot vizsgalunk, akkor nem mondhatjuk, hogy ezek kétharmada
Osszetett, mert lehet, hogy a kozéps6 oszthatd 2-vel és harommal is, azaz 6-tal a méasik kett6 meg prim, mint példaul
41, 42, 43. Jobb lesz azért 2 - 3, azaz hat szdmot venniink. Ezek koziil egy mindig oszthato 6-tal, még tovabbi ketts
lesz paros, és még egy oszthaté 3-mal. Igy tehat 6 szam koziil legfeljebb 2 lehet primszam, ha az els6 szam legalabb 4
(azaz a szémoknak legfeljebb 1/3-a):

m(x+6) < 7(z)+2, ha x>3.

Tegyiik fel most, hogy létezik egy olyan x, melyre a 7(x) < %, akkor el6bbi eredményiinkbdél
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vagyis, ha a tétel igaz x-re, igaz x + 6-ra is. 6 egymés utani szamot kell tehat keresniink, melyekre a tétel igaz, akkor
tudjuk, hogy onnan minden x-re igaz. 30 az els6 olyan szam, amire a tétel igaz, mert 7(30) = 10 = 5 -31 és 32-re ismét
nem igaz. 7(33) = 11 = 3—;, m(34) =11 < 3—;, m(35) =11 < 3—35, m(36) =11 < ?, m(37) =12 < %7, m(38) =12 < ?
Tehat w(x) < %, midén = = 33.
2. Keressétek az ax + by = c elsdfoki hatdrozatlan egyenletnek egész x, y megolddsdt, ha a, b, ¢ egész szamok.

3. Hogyan lehet az eldbbi egyenlet dsszes megolddsait elddllitani? Mi o feltétele annak, hogy legyen ilyen megoldds?

Megoldas: 2. ElGszor is, nyilvanvalo, hogy c-nek oszthatonak kell lennie (a, b) = d-vel, mert a is oszthaté vele, b is,
tehat ha x és y barmilyen egész szamok, az ax+ by 6sszegbdl mindig kiemelhets a d kdzos tényezs. Azonban ez a feltétel
elegendd is. Tudjuk ugyanis, hogy a és b legnagyobb kozds osztoja elGallithato a kovetkezs alakban: d = (a, b) = a&+bn,
ahol & és n valamilyen egész szam. Mivel ¢ = dc;, ezt az egyenletet ci-gyel szorozva:

afci+bnec=dcg=c

és igy 1€ és c1n kielégitik a megoldando egyenletet.

3. Feltehetjiik, hogy a és b relativ primek, mert, ha nem volnanak azok, végigoszthatunk legnagyobb ko6z0s oszto-
jukkal, lévén evvel c is oszthat6. Legyen xg, és yo, az egyenletnek megoldésa, akkor axg + byg = ¢ és tegyiik fel, hogy
x és y is kiélégitik az egyenletet, azaz ax + by = c¢. A két egyenlet jobb oldala egyenls 1évén, baloldaluk is egyenld:

axg + byo = ax + by,

vagyis

a(zo — ) = b(y — yo).
Mivel a és b relativ primek, kell, hogy pl. (y —yo) oszthato legyen a-val (y —yo) = at, ebbdl kivetkezik, hogy xg—x = bt
és igy y = yo+at és x = xo—bt alakban irhatok az egyenlet 0sszes gyokei. Forditva bebelyettesitéssel meggy6z&dhetiink,
hogy minden ilyen alakd szampar megoldésa az egyenletnek, tehat z = x¢g — bt, y = yo + at, ahol t =0,£1,+2..., az
egyenlet 0sszes megoldasait szolgaltatja.

4. Szamitsuk ki az x® + x + 41 kifejezés értékét kiilonbizo egész helyeken és bontsuk torzstényezdkre.
Igaz-e, hogy a kifejezés minden egész x-re térzsszamot dllit eld?

5. Bizonyitsuk be, hogy egy egyvdltozos polinom, akdrhdnyad fokid, nem dllithat eld a vdltozo minden egész értékére
primszamot.

Megoldas: 4. Ennek a fiiggvénynek az az érdekessége, hogy igen sok szamra, koztiik a 0-tol 40-ig, és —40-ig
terjed6kre primszamot allit el6. Mégis konnyen belathato, hogy a masodik kérdésre tagado a valasz. Példaul az ¢ = 41
helyen a fiiggvény értéke 41% + 41 4+ 41 = 43 - 41 nem primszam.

5. Hasonl6an talalhatunk minden polinomhoz olyan egész helyet, ahol Gsszetett szam az értéke. Jeloljiik a polinomot

f(z)-szel.
Ha f(z)-nek nincs allando6 tagja, akkor az z minden taghol kiemelhet6, igy a polinom mindig oszthato z-szel. Az
x kiemelése utan marado polinom értéke viszont nem lehet minden egész helyen 1, mert ha g(z) egy ilyen polinom



volna, akkor a g(x) — 1 = 0 algebrai egyenletnek végtelen sok gyoke volna, de egy egyenletnek nem lehet tobb gyoke,
mint ahényad foku.

Ha a polinomnak van allando tagja, és az nem 1, ezt jeloljiikk c-vel. A tobbi tagho6l kiemelhets x, s igy a polinom
igy irhat6: f(z) = zg(z) + c. Igy f(cy) = c[yg(cy) + 1]. A zar6jelben levs polinom értéke pedig nem lehet minden
egész y-ra 1.

Ha az allando tag 1, akkor el6szor keressiink egy olyan a helyet, ahol f(a) se nem 0 se nem 1. Ilyen hely biztosan
van, mert az f(x) = 0 és f(x) = 1 egyenleteknek Osszesen is csak véges szamu megoldasa lehet. = helyett y + a-t
irva és a hatvanyozéasokat elvégezve y-nak egy polinomjat kapjuk: g(y) = f(a + y). Ennek az allandé tagja ugyanaz,
mint a 0 helyen valo értéke: g(0) = f(a), ami se nem 0 se nem 1. Igy a g(y) polinomra mér alkalmazhatjuk az el6bbi
meggondolast, tehat van egy olyan yg hely, ahol g(yo) = f(yo + a) Osszetett szam.

6. Adva vannak a térben egyenesek, melyek pdronkint metszik eqgymdst, de semelyik hdrom nem fekszik egy sikban.
Bizonyitsuk be, hogy az dsszes eqyenesek eqy ponton mennek keresztiil.

Megoldas: A tétel bizonyitésa ugyanagy torténhetik, mint a cikkben a hasonl6 sikbeli hamis bizonyitas, csak most
harom egyenes esetén is igaz a tétel s igy mar helyes bizonyitast kapunk.

Két egyenes esetén az allitas a feltételekben mar benne foglaltatik. Egy harmadik egyenes nem metszheti az els6
kett6t azok metszéspontjatol kiilonbozé pontban, mert akkor benne fekiidne azok sikjaban. Igy harom egyenes esetére
is igaz a tétel.

Tegyiik fel, hogy bebizonyitottuk mar a tételt k szamu és k — 1 szamu egyenes esetére is (k = 3) Megmutatjuk,
hogy akkor igaz k + 1 olyan egyenesre is, melyek eleget tesznek a feltételnek. Ha egy egyenest elvesziink a marado
k az indukcios feltevés szerint tudjuk, hagy egy ponton megy keresztiil. Jeloljiik az elvett egyenest a-val. Vegyiink el
helyette most egy masik b egyenest. Ismét k egyenes marad. Ezek tehat szintén egy ponton mennek keresztiil. Az els6
ponton atmegy b is, a masikon a is. Igy azt kell még belatni, hogy ez a két pont azonos. Vegyiik el most a-t is b-t is.
A marad6 k — 1 egyenesre is igaz a tétel az indukcios feltevés szerint, tehat kell, hogy ezek is egy ponton menjenek
keresztiil és ez egy meghatarozott pont (k — 1, tehat legalabb 2 kiilonb6z6 egyenesrdl van szo, ezeknek pedig nem lehet
1-nél t6bb k6z6s pontjuk). Ezen a ponton kell tehat a-nak és b-nek is atmennie, azaz mind a k + 1 egyenesnek.

Mivel két kezd6 értékre, 2-re és 3-ra a tétel igaz, igy most mar kovetkezik, hogy igaz akdrhany egyenesre.

7. Mutassuk meg, hogy

L a2 +.4
1+a1 (1+a1)(1+a2)
(025
+ i
I+a)(1+a2)...(1+ay)

1
:1—

(14+a1)(1+az)...(1+ay).

I. megoldas: Jeloljiik a baloldali 6sszeget Sy-nel. Teljes indukciéval kévetkezSképpen bizonyithatd az allitas.
aq . 1 1 + ay — 1 aq
A jobboldalon 1 — = =

Nézziik igaz-e a tétel n = l-re. Ekkor S1 = . = =
ézziik meg, igaz-e a tétel n re or S1 o 7o 1T a T a

van, tehat
n = l-re a tétel igaz.
Tegyiik fel most, hogy a tétel igaz valamilyen n = k-ra, azaz
1
(I4+a)(1+4az)...(1+ag)

Adjuk mindkét oldalhoz hozza a k + 1-edik tagot:
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és igy a tétel igaz n = (k + 1)-re is. Ezzel megmutattuk, hogy a tétel igaz minden n-re.

II. megoldas: A teljes indukcios megoldas nem mutatja meg azonban, miért igaz a tétel. Ennek okt a kovetke-
z6képen lathatjuk.
A sorozat k-adik tagjat igy lehet felirni:
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és igy
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8. Mutassuk meg hogy:
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I. megoldas: Jeloljiik a baloldali 6sszeget S,,-nel. Ha n = 1, a jobboldalon
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all. Tegyiik fel most, hogy a tétel igaz n = (k — 1)-re, vagyis
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Adjunk mindkét oldalhoz sin ka-t.
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és igy a tétel igaz n = k-ra is. Ezzel megmutattuk, hogy a tétel igaz minden n-re.

II. megoldas: A jobboldal mutatja, hogy S, sin g—et lesz célszerd megprobalni atalakitani:
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