1. a) Mely x valds szamokra értelmezhetd az

1—vVor—3

f@) = log,(xz — 2)
fiigguény ?
(5 pont)
b) Adjunk meg legaldbb két olyan valds szimot, amelyekkel a
Vr—24+vV2r+3=v3x+7
és a
167 - 827 . 457 . /2 = 64
egyenletek valos gyokei valamilyen sorrendben eqy-egy szamtani sorozat eqgymds utdni tagjai lehetnek.
(6 pont)

Megoldas. a) A logaritmus értelmezése miatt x —2 > 0, azaz x > 2. Ugyanakkor log,(x — 2) # 0, tehat x —2 # 1,

vagyis x # 3.
A négyzetgyok értelmezésébdl x — 3 > 0, illetve > 3 kovetkezik. Ez az el6z6 eredménnyel egyiitt azt jelenti, hogy

(1) x> 3.

Ugyancsak a négyzetgyok értelmezése szerint

1—+vVr—3

— >0
logy(z —2)

(2)

Ez kétféleképpen lehetséges:
e vagy 1 —va — 3> 0és logy(xz —2) >0,
e vagy pedig 1 — vz —3 <0 és logy(x — 2) < 0.

Az els6 esetbol egyrészt azt kapjuk, hogy 1 > v/ — 3, innen pedig azt, hogy « < 4. Masrészt log,(z — 2) > 0, vagy
masként log,(z — 2) > logy 1 és a g(x) = logy(z — 2) fliggvény szigorian monoton noévekedése miatt z — 2 > 1, tehat
x> 3.

Eredményeinket osszevetve azt kapjuk, hogy a (2) egyenl6tlenség a |3; 4] halmazon teljesiil.

Ha pedig 1 —va — 3 < 0, akkor ebbdl x > 4 adodik, a log,(z —2) < 0 egyenl6tlenségnek eleget tevs valos szamokra
2 < 3 all fenn. Ez azonban ellentmond az (1) feltételnek.

Az f(z) fiiggvény értelmezési tartomanya ezért a Dy = ]3; 4] szamhalmaz.

b) A négyzetgyokos egyenletben szerepls elsé négyzetgyok értelmezése miatt x — 2 > 0, azaz x > 2, ezekre a valos
szamokra a masik két gyokos kifejezés is értelmezett, hiszen x > 2 esetén 2z + 3 > 0 és 3z + 7 > 0 érvényes.

Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve rendezés utan a

V(e —=2)-(2c+3)=3

egyenletet kapjuk. Ennek mindkét oldalat ismét négyzetre emelhetjiik, ahonnan rendezéssel a 22° — z — 15 = 0

masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek gyokei: 1 = 3, xo = —2,5. Az 29 = —2.,5 ellentmond az x > 2 feltételnek,

ezért nem megoldéas. Az 21 = 3 megoldasa a négyzetgyokos egyenletnek, ezt egyszeri szamolassal ellendrizhetjiik.
Tekintsiik ezutan az exponencidlis egyenletet. Ez atirhato:

24;E . 261 . 212;E . 2% _ 222z+% — 26,

ahonnan az exponencialis fiiggvény kolcsondsen egyértelmi tulajdonsidga miatt

1
22 — = 0.
x+2

1
Ennek gyoke az x = 1 valés szam, ez az exponenciilis egyenlet megoldasa.



Olyan valés szamokat kell megadnunk, amelyekkel egyiitt az egyenletek megoldésai egy-egy szamtani sorozat szom-

szédos tagjai lesznek. Példaul a megoldasok szamtani kdzepét véve:
3+ 1
o2t _ 137
8

, —, 3 szamok egy szamtani sorozat szomszédos tagjai. Lehetséges az is, hogy

11
ekkor az —
4’ 8
1
7 +0 _ 3
2 )
23 . 1 23 L. . . . .
ahonnan b = R igy az T 3, — szamok egy maésik szdmtani sorozat szomszédos tagjai.
Megjegyzés. Szamtani sorozatot alkotnak a —g, i 3 szamok is, ahol a sorozat elsé tagjat a
c+3 1
2 4

egyenletbdl kaptuk.

2. Az Agatha Christie miiveib6l késziilt Poirot-novellak cimi tv-sorozat ,,A csokoladésdoboz” cimi epizodjanak
egyik jelenetében két szerepls, egy férfi és egy nd, egy operaelGadas hallgatasa kozben egy doboz belga csokoladét kos-
tolgatott. A dobozt a jelenet kezdetén bontottak fel, és a dobozban kezdetben 7-féle csokoladéfigura volt, mindegyikbél

4 darab az dbra szerint.

(6 pont)

A néi szerepls kedvence a korona alakt csokolddé. Kostolgatas kozben az udvariassag szabalyai szerint mindig
a koronés csokoladé, ezért & sosem valaszt maganak ilyet. Ezek figyelembevételével elGszor elfogyasztanak 7 csokoladét,

a holgy valaszt elGszor, aztan a férfi, majd ujra a holgy, aztan a férfi és igy tovabb. A férfi tudja, hogy a holgy kedvence

mindegyik fajtabol egyet-egyet, mégpedig ugy, hogy a holgy el6szor a kedvencébdl valaszt.
(6 pont)

a) Hanyféle sorrendben fogyaszthatnak el a 7 csokoladét?
b) Ha a megmaradt 21 csokoladébol a holgy egyesével, véletlenszertien és visszatevés nélkiil kivalasztana 6 darabot,
akkor mennyi lenne a valdszintisége, hogy azok kozott legalabb 2 koronds csokoladét talal?

Megoldas. a) A nd el6szor a koronds csokoladébol valaszt, ezt 4-féleképpen teheti meg, hiszen mindegyik cso-
koladébol 4-4 darab van. EbbSl mar nem valaszt egyikiik sem az els6 7 csokolddé kostolasa soran. Ezutan a férfi
a megmaradt 6-féle csokoladébol valaszt egy fajtat és kivesz bel6le egyet, ezt 6 - 4 = 24 kiilonb6z6 médon teheti meg.

Ezt kovetGen ismét a holgy valaszt egy csokolddét, mégpedig 5-féléebdl, de barmelyiket is valasztja a 5 fajta koziil,
mindegyikbdl 4 valasztasi lehet&sége van, ezért 5 - 4 = 20-féleképpen véalaszthat.

Ennek alapjan koénnyen lathatd, hogy a férfi tovabbi valasztasi lehet&ségeinek szama 4 -4 = 16, 4-2 = 8, a né
tovabbi csokoladé-kivalasztasi lehetSségeinek szama pedig 3-4 = 12, 1 -4 = 4. A jelenetben szerepld né és férfi tehat
az els6 7 csokoladét 4-24-20-16-12-8 -4 = 11796 480 kiilonb6z6 sorrendben fogyaszthatna el.

b) Egyszeriibb elGszor a komplementer esemény valosziniiségét kiszamolni, vagyis azt, hogy a kivalasztottak koziil
egy sem lesz, illetve egy darab lesz koronds csokoladé. Legyen ezek valészintisége po, illetve py.
Mivel egyesével és visszatevés nélkiil valaszt a holgy, ezért alkalmazhatjuk a hipergeometrikus eloszlasi formulat.
3 18
6) B

Tudjuk, hogy 3 darab koronas csokoladé maradt meg, ezért py kiszdmitdsdhoz a kedvezs esetek szama ( O) . (

18564, az Gsszes eset szama pedig < ) = 54264, és igy
18 564
= = 0,3421.
P = Si61 03



18

3
Ha pi-et szeretnénk kiszamitani, akkor a kedvezs esetek szdma <1> . ( 5

) = 25704, az Osszes eset szdma ugyanannyi,

mint az elébb, ezért
25704

~ 54264

Annak az A eseménynek a valoszintsége tehat, hogy a jelenet néi szereplGje a kivalasztési feltételek figyelembevételével
a 6 csokoladé kozott legalabb 2 koronasat talal: p(A) =1 — (po + p1) = 0,1842.

» = 0,4737.

3. Anna és Bogldirka unokatestvérek, az eqyik megyeszékhely killonbozd iskoldiba jarnak. Anna kilenc évvel iddsebb
Bogldrkdndl. Jeloljik Anna jelenlegi életkordt A-val, Bogldrka jelenlegi életkordt B-vel (A és B pozitiv egész szamok).
a) Lehetséges-e, hogy n (n pozitiv egész) év milva Anna éppen hdromszor olyan idds lesz, mint Bogldrka? Hdny év
maulva fordulhat eld, hogy Anna kétszer olyan idds lesz, mint Boglirka? (Vilaszunkat indokoljuk.)
) (4 pont)
Anna és Boglarka is nagyon igyesek matematikdbol. Orai teljesitményiik, eddigi versenyeredményeik alapjan a tand-
ratk benevezték dket eqy matematikaversenyre. Anna matematika szakkorén is késziil a versenyre. A szakkdrre 21 tanuld
jar, 9 lany és 12 fiu. A csoport didkjai mindannyian jo képességiiek. A tandruk gy szeretné dsszedllitani a versenyre
utazd 14 fds csapatot, hogy azon belil a nemek ardnya azonos legyen a szakkdrén belili aranyukkal.
b) Hdanyféleképpen dllithatja dssze a versenyre utazo csapatot Anna szakkorének tandra?
(8 pont)
Anna a matematika teriletein belil legjobban a geometridt szereti. Eqgyszer rajzolt Bogldarkdnak egy derékszigid
trapézt és elmagyardzta unokatestvérének a trapéz tulajdonsdgait. Anna rajza az ABCD trapéz, amelyben a DA szdr
merdleges az AB alapra.
¢) Lehetséges-e, hogy a CD, DA, AB, BC' szakaszok hossza ebben a sorrendben egy mértani sorozat négy szomszédos
tagja? (Vilaszunkat indokoljuk.)
(7 pont)

Megoldas. a) Az els6 kérdésre az A +n =3 - (B + n) egyenlet tanulményozéasa utan valaszolhatunk. Az egyenlet
rendezése utan azt kapjuk, hogy A — B = 2B + 2n. Tudjuk, hogy A — B = 9, tehat ha lehetséges volna, hogy n év
mulva Anna éppen haromszor olyan idds legyen, mint Boglarka, akkor teljesiilnie kellene a 9 = 2B + 2n egyenletnek.
Ez azonban nem lehetséges, mert az egyenlet bal oldala paratlan, mig a jobb oldal paros pozitiv egész szam.

A masodik kérdés megvalaszolasahoz az A +m = 2 - (B + m) egyenlet megoldhatosagat vizsgaljuk, ahol m pozitiv
egész szam. Ismét felhasznélva az A — B = 9 feltételt, a 9 = B 4+ m egyenletet kapjuk. A feladat szévege szerint
Boglarka mar iskolaba jar, ezért B > 6. Ugyanakkor B < 9, hiszen B > 9 esetén nem teljesiilne a 9 = B + m egyenlet
egyetlen pozitiv egész m-re sem. Eszerint csak m = 3, m = 2, m = 1 lehetséges, ekkor Boglarka rendre 6, 7, 8 éves,
Anna pedig rendre 15, 16, 17 éves.

Az m szam mindhéarom értékét figyelembe véve, m év mulva Anna 18, Boglarka pedig 9 éves lesz.

b) Anna matematika szakkorében a lanyok és a fitk szdmanak ardnya — = —. Ez azt jelenti, hogy a versenyre
kijelolt 14 f6s csoportban 6 lany és 8 fit lesz, hiszen akkor a versenyre kijeloltek kozott a lanyok és fiak szaméanak
aranya g = §

A feladat sz6vegébdl tudjuk, hogy Annét a szakkor tanara benevezte a versenyre, tehat a tobbi lany kozil még

12
= 56-féle modon teheti. A versenyre utazé fiuk kivalasztasa ( ) = 495 kiilonb6z6

5-0t kell kivalasztania, ezt 3

8
5
moédon valésulhat meg.

Anna szakkorébdl a versenyre utazo csapat kivalasztasa ezért 56 - 495 = 27 720-féle modon lehetséges.

¢) A feladat nyilvanvalo megoldasa az, amikor a mértani sorozat hanyadosa 1, ekkor egyszerten belathato, hogy
a trapéz minden oldala egyenls hosszi, és mivel derékszogt is, ezért négyzet.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy a mértani sorozat hanyadosa nem 1, és tekintsiik az ennek megfelel 3.1. dbrat,
ahol a CD, DA, AB, BC szakaszok hosszat rendre a, a-q, a-¢?, a-¢>-nel jelsltiik, ahol ¢ a mértani sorozat hanyadosa.

D a C
a-q a-¢°
A a-¢* B

3. 1. dbra



A

CL~(]2—CL E a B

3. 2. dbra

Huzzunk parhuzamost a BC szarral a D ponton keresztiil, ekkor az EDA derékszogl haromszoget és a BCDE
parallelogrammét kapjuk. A parallelogramma tulajdonsiga miatt DE = a-¢®, BE = a, igy AE = a-¢* —a (3.2. dbra).
Az EDA derékszogi haromszogre felirhatjuk a Pitagorasz-tételt:

(a-q?+(@-¢®—a)’=(a-¢*)"

A miiveletek elvégzése és az a? > 0 szammal valoé osztas utan ¢° + ¢ — 2¢°> +1 = ¢°, ahonnan a ¢° = = helyettesitéssel
és rendezéssel az 2° — 22 + x — 1 = 0 egyenletet kapjuk. Ebbol szorzatta alakitassal adodik, hogy (z —1)- (2 +1) = 0.
Nyilvanvalo, hogy a valos szamok halmazan x® 4+ 1 # 0, ezért csak # — 1 = 0 lehetséges. Ekkor x = 1, azaz
¢®> =1, és mivel ¢ > 0, ezért ¢ = 1. Jelen szamitasainkban azonban foltettiik, hogy ¢ # 1, ezért ez nem ad ujabb
megoldast. A feladat egyetlen megoldasa tehat az, amikor a mértani sorozat hanyadosa 1, azaz, amikor a derékszogi
trapéz négyzet.
Ha Anna rajza minden feltételnek megfelelt, akkor négyzetet rajzolt Boglarkanak.

Megjegyzés. A szamitasok akkor is ugyanerre az eredményre vezetnek, ha a rajzok 0 < ¢ < 1 hanyadost feltételezve késziilnek.

4. A koronavirus 2020. évi elterjedésével kapcsolatos adatokat a grafikonon szemlélhetjik (forrds: pandemia.hu).

MAGYARORSZAG ~ GRAFIKONOK ~ MEGYEK  VILAGTERKEP  ORSZAGOK +

Koronavirus Magyarorszag: fertézottek, halilesetek, gyégyultak szima

A grafikon egyes adatait tdbldzatba foglaltuk mdrciustol szeptemberig minden honap 6-dn.

Fertozottek szama

03.06. 4

04.06. 744

05.06.

06.06. 3990

07.06.

08.06. 4597

09.06. 8387

A kovetkezd tabldazatban két tizedesjegyre kerekitve feltintettik a magyarorszdgi fertézottek szamdnak napi dtlagos
novekedését az egyes iddpontok kozott eltelt idé alatt (a megjeldlt iddpontok kozott eltelt napok szdmdt megdllapodds
szerint ugy szdmitjuk, hogy az iddintervallum felsd idépontjinak napjdt hozzdszimitjuk az intervallumhoz, az also
értéket nem).



03.06.-04.06. | 04.06.-05.06.

78,9

05.06.-06.06. | 06.06.-07.06.

6,63

07.06.-08.06. | 08.06.-09.06.

a) Toltsik ki mindkét tablizat hidnyzo részeit (egy-eqy napon a fertdzittek szdma csak pozitiv egész szdm lehet,
ezért a szdmitdsok sordn a kerekités szabdlyainak megfelelden jdrjunk el).

(4 pont)
b) Egy n ponti teljes grdf élei kozul 21 élet torélve egy fagrifot kapunk. Hatdrozzuk meg n értékét.

(5 pont)
¢) Bizonyitsuk be, hogy a 11" + 60" < 61" egyenldtlenség n = 1 kivételével minden pozitiv egész szamra teljesiil.

(5 pont)

Megoldas. a) Az els6 tablazat szerint marcius 6. és aprilis 6. k6zott 740-nel nétt a fertézottek szama, és mivel

740
a két idépont kozott 31 nap telt el (mércius 31 napos), ezért ez alatt az id6 alatt naponta atlagosan ETH 23,87 tével

novekedett a fertGzottek szama.

Aprilis 6. és méjus 6. kozott a megallapodas szerint szamolva 30 nap telt el (aprilis 30 napos), igy a majus 6-an
az els6 tablazatban szerepld értéket x-szel jelolve és felhasznélva, hogy a méasodik tablazat szerint ebben az id&szakban
atlagosan naponta 78,9-del nétt a fertézottek szama:

T — 744
30

= 78.9,

ahonnan egészre kerekitve x = 3111, ennyi volt a fert6zottek szama méajus 6-4n. A kapott eredmény segitségével
kitolthetjiik a méasodik tablazat harmadik oszlopanak hidnyzo adatat, figyelembe véve, hogy majus 6. és junius 6.
kozott 31 nap telt el. Ekkor a fert6zottek szaménak atlagos napi novekedése

3990 — 3111

= 28,35.
31 ’

Az els6 tablazatnak a julius 6-adra vonatkoz6 hidnyzd adatat y-nal jelolve felirhatjuk, hogy

y — 3990
30
hiszen a két id6pont kozott most 30 nap telt el. Ebb6l adodik, hogy kerekitve y = 4189.

Els6 tablazatunk most mar teljes, kitolthetjiik a masodik tablazat két hidnyzo6 értékét. Eszerint jilius 6. és augusz-
tus 6., illetve augusztus 6. és szeptember 6. kozott (julius és augusztus is 31 napos)

= 6,63,

4597 — 4189 — 13.16: 8387 — 4597 12226
31 31
volt a magyarorszagi fert6zottek szamanak napi atlagos novekedése.
Kitoltott tablazataink:
Fertozottek szama
03.06. 4
04.06. 744
05.06. 3111
06.06. 3990
07.06. 4189
08.06. 4597
09.06. 8387
03.06.-04.06. | 04.06.-05.06. | 05.06.-06.06. | 06.06.-07.06. | 07.06.-08.06. | 08.06.-09.06.
23,87 78,9 28,35 6,63 13,16 122,26

b) Az n pontt teljes graf éleinek szama

(3)-

Ebbdl a teljes grafbol torliink 21 élet ugy, hogy a kapott graf pontjainak szama valtozatlan, azaz n marad. A feladat
szOvege szerint a 21 él torlésével fagrafot kapunk, amely graf éleinek szama n — 1, ezért felirhato, hogy

n(n—1)

—21=n-1.
2



Rendezéssel az n? — 3n — 40 = 0 masodfoku egyenletet kapjuk, amelynek megoldasai n; = 8, ny = —5. Nyilvanvalo,
hogy ne = —5 nem megoldasa a feladatnak. Az egyetlen megoldés tehat n = 8.

Ellenérizhetd, hogy a 8 pontu teljes grafnak 28 éle van, ebbdl 21-et tordlve egy 7 élid grafot kapunk. Ez 6nmagaban
nem biztos, hogy fagraf, de megadhaté a 8 pontu teljes graf 21 olyan élének torlése, amelyre a megmaradt graf fa,
ahogy azt az dbrdn lathatjuk.

A t0rolt éleket szaggatottan, a megmaradt 7 élt folytonos vonallal abrazoltuk.

c) A 11" 4+ 60™ < 61" egyenl6tlenség n = 1-re valoban nem teljesiil, mert ekkor 11 + 60 > 61. Ha n = 2, akkor
az egyenlGtlenség teljesiil, pontosabban az egyenldség esete all fenn, mert 112 + 60% = 612, a (11;60;61) pitagoraszi
szamharmas.

Legyen most n > 2 és bizonyitsunk teljes indukciéval. Tegyiik {6l tehat a k£ > 2 pozitiv egész szamra, hogy

11% + 60* < 61"
Bizonyitani fogjuk az indukcios feltevés alkalmazasaval, hogy az egyenl6tlenség k + 1-re is fennall. Mivel
115+ 4+ 605! = 11-11% + 60 - 60* < 60 - 11% + 60 - 60*,

ezért
1R 4 607! < 60 - (117 4 60%).

Az indukcios felteves miatt 11% 4+ 60% < 61%, igy 60 - (11¥ 4 60*) < 60 - 61*. Ugyanakkor nyilvanvalo, hogy 60 - 61% <
61-61% = 611, Az egyenlStlenség tehat n = k-bol kovetkezik n = (k + 1)-re, és mivel n = 2-re igaz, ezért az allitas
minden n > 2 pozitiv egész szamra fennall.

II. rész

5. a) Bizonyitsuk be, hogy a 2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 négyzetszdam és dllapitsuk meg, hogy melyik pozitiv egész
szdmnak a négyzete.

(4 pont)
b) Igazoljuk, hogy a ]11,5; 00 szémhalmazon értelmezett
f(z) = \/2:c+28+10-\/2w+3— \/2.%‘+28—10-\/2$+3
fiigguény értéke dllando. Hatdrozzuk meg ezt az dllando értéket.
(5 pont)
¢) Hdny valds megolddsa van a
sin® z 4 cos® 2 — 3 -sinx - cosz = 1
3m 5w 3 . ) o .
egyenletnek a } — I} szamhalmazon? Adjuk meqg a feltételeknek megfeleld dsszes megolddst.
(7 pont)

Megoldas. a) Legyen a = 2020. Ezzel a 2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 szamot atirhatjuk:
(a—6)-(a—4) - (a+4)-(a+6)+ 100,

vagy masként
(a—6)-(a+6) - (a—4)-(a+4)+100.



Nevezetes azonossag alkalmazésaval
(a® — 36) - (a® — 16) + 100 = a* — 52a* + 676.
Ugyanakkor
a* — 5242 + 676 = (a2 — 26)°.
Eszerint 2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 valéban négyzetszam, mégpedig

2014 - 2016 - 2024 - 2026 + 100 = (20202 — 26)° = 4080 3742

b) A megadott |11,5; 0o értelmezési tartomany miatt nyilvanvalo, hogy 22 + 3 > 0, tovabba 22:+28+10-v/2x + 3 >
0. Ugyanakkor a
20428 —10-v2x4+3 >0

egyenl6tlenség is teljesiil. Ezt a |11,5; oo[ szamhalmaz figyelembe vételével végzett ekvivalens atalakitédsokkal belathat-
juk, mert

2z +28 > 102z + 3,
z+14>5-22+3,
2?4+ 28z + 196 > 25 - (22 + 3),
x? — 22z +121 >0,
(z —11)* >0,
ez pedig minden valos szamra igaz. EgyenlGség csak © = 11 esetén &llhatna fenn, de mivel = € |11,5;00[, ezért

(x —11)* > 0, és igy 2z + 28 — 10 - v/2z + 3 > 0 is érvényes. Ez pedig azt jelenti, hogy az f(z) fiiggvényben szerepls
minden négyzetgyokos kifejezés értelmezve van.

Koénnyen észrevehetd, hogy
20 +28+10-v2zr +3=(5+v2z+3)°
és

20 +28-10-V2zr + 3= (522 +3)".
Ebbésl a va~ = |a| azonossag szerint az kovetkezik, hogy
f(x) =15+ V2x +3| — |5 —V2z +3|.

A feltétel szerint = > 11,5, ebbdl azt kapjuk, hogy 2z + 3 > 26 > 25, és igy a v2zx + 3 fiiggvény szigorian monoton
novekvs tulajdonsaga miatt v/ 2z 4+ 3 > 5, ebbdl pedig azonnal adodik, hogy 5—+/2x + 3 < 0. Mivel pedig 5++/2z + 3 >
0 nyilvan igaz, ezért az abszolutérték értelmezése szerint ez azt jelenti, hogy

flx)=54+v2r+3—(—5+V2x+3) = 10.

Ha tehat x > 11,5, akkor az f(x) fiiggvény értéke valoban allando6 és ennek az allandonak az értéke 10.
¢) Az egyenlet algebrai azonossag segitségével atalakithato:

. 2 . 5 . 1
(sin® z + cos® )" — 2 -sin® x - cos® & — 5 sinz-cosz = .

Mivel minden valés a-re sin® z 4 cos® z = 1, ezért
. 5 . 1
1—2-sinx-cos’x — = -sinz - cosz = -,
2 4
illetve 4-gyel valo szorzas és rendezés utan
8.sin®z - cos’x + 10 -sinz - cosz — 3 = 0.

Bevezetjiik a sin(2z) = 2-sin z-cos x trigonometriai azonossagbol adodé sin(2z) = y helyettesitést. Ezzel a 2y +5y—3 =
0 méasodfokn egyenletet kapjuk, amelynek gyokei y; = 0,5 és yo = —3.

A masodik gyok nem ad megoldast a feladatra, hiszen —1 < sin(2z) < 1.

A sin(2z) = 0,5 egyenletbdl adodik, hogy

5
2x=%+k~27r, 2:10:%—1—1-273



illetve

s o
- k. 2T, e 7).
x 12—|—k T, =15 +1l-m (kleZ)

A kapott végtelen sok valos szam koziil nem mindegyik esik a

8 5n] _]_9n 1or
474 ] 12712
szamhalmazba, ezért nem mindegyik megoldasa a feladatnak.

Egyszeri szamolassal belathatjuk, hogy a k = 0 és kK = 1, valamint [ = —1 és [ = 0 egész szamok megfelels
megoldast adnak, ekkor az egyenlet gydkei rendre

T 137 s %
N €rTo — —— €Ty — ——— Ty — —.
12) 2 3 4 12

= 12° 12

Az egyenletnek tehét a megadott intervallumban 4 valés megoldasa van.

6. Az AB szakasz felezdpontja O, az A ponthoz kizelebbi negyedeldpontja C, a B ponthoz kizelebbi negyedeldpont-
ja D. A C, O, D pontokban az AB szakaszra rajzolt merdlegesek az AB dtmérdji félkort rendre a P, QQ, R pontokban
metszik.

a) Hatdrozzuk meg a BQP és BRQ hdromszigek szigeit.

(8 pont)

b) Hdny szdzaléka a BRQP négyszig teriilete az ABP hdromszdg teriiletének? (Az eredményt két tizedesjegyre
kerekitve adjuk meg.)

(8 pont)

Megoldas. a) Készitiink a feladat szovegének megfelels rajzot, amelyen az ABP derékszogl haromszog P-hez
tartozo magassagat m-mel, az AC szakasz hosszat x-szel jeloltiik. Ekkor nyilvanvald, hogy a feltételek miatt CO =
OD = DB =z és igy BC = 3z.

D B

A =z C 0

Thalész tétele miatt APB = 90°. Az ABP derékszogl haromszogben felirt magassagtétel szerint:
(1) m? =z 3z = 32°.

A PAC derékszogi haromszogre érvényes a Pitagorasz-tétel: 22 + m? = PA?, ahonnan (1) felhasznalasaval azonnal
adodik, hogy PA? = 422, és ezért PA = 2x.

Az AB szakasz, mint atmérs {olé irt félkor kézéppontja O, ezért OA = OP = 2x. Ebbdl, és a PA = 2z eredménybdl
az kovetkezik, hogy az OPA haromszog szabalyos, és igy PAB< = 60°, illetve ABP< = 30°. Az abran az A, B,
valamint a P, R és C, D pontparok az OQ egyenesre szimmetrikusan helyezkednek el, ezért az OPA, ORB, illetve
OQP, OQR, valamint OPC, ORD haromszogek rendre egybevagok. Ebbsl adodik, hogy POR<t = 60°, ez a () pontot
is tartalmazé PR ivhez tartozd kdzépponti szog, igy a kézépponti és keriileti szogek Osszefiiggése alapjan PBR< = 30°;
mivel azonban a PQ és QR ivek hossza a szimmetria miatt egyenl, ezért

(2) PBQ< = QBR« = 15°.

Az R pontot tartalmazé QB ivhez tartozo kozépponti szog derékszog, ebbdl azt kapjuk, hogy BPQ<t = 45°, tehéat
a (2) Osszefliggest is felhasznédlva a BQ P haromszog szogeinek nagysaga: 15°, 120°, 45°. Az ORB héaromszog szabalyos,
tehat BOR< = 60°, a kozépponti és keriileti szogek Osszefiiggése miatt igy BQR< = 30°, vagyis a BRQ haromszog
szogeinek nagysaga rendre: 15°, 135°, 30°.

b) Az ABP haromszog teriilete egyszerten kifejezhets az © és m segitségével, hiszen

AB'CP74£Z?'TTL
2 2

(3) Tagp = =2z -m.




A BRQP négyszog teriiletét talan legegyszertibb ugy kifejezni, hogy a BRQPC 6tszog teriiletébdl levonjuk a BPC
derékszogl haromszog teriiletét. Az OQPC és OQRD egybevago, derékszogl trapézok, amelyek teriiletére érvényes,

hogy

o0Q+m
Togrc =Toqrp = QT A
és mivel OQ = 2x, ezért
T-m

(4) Togrc = Togrp = * + 5
A BRD derékszogl haromszog teriilete pedig:

T-m
(5) Trp = 5
illetve a BPC' derékszogt haromszog teriilete

3x-m
(6) Tepc =—5

A (4), (5), (6) osszefliggések alapjan a BRQP négyszog teriilete:
(7) Tsror = Togrc + Toqrp + Terp — Tepc = 22°.
(3) és (7) egybevetésével azt kapjuk, hogy

T 222 1
BrRQP _ 2 T 05774,
TABP 2./1: m m \/g

hiszen (1) szerint m = z - /3.
Eszerint a BRQP négyszog teriilete az ABP haromszog teriiletének kb. 57,74 %-a.

7. Hdany olyan p pozitiv primszdm van, amelyre nem igaz, hogy a
(p—2) -2+ (2p+3)-z+p°—1=0

egyenletnek legfeljebb egy valds gydke van?
(16 pont)

Megoldas. Ha nem igaz, hogy a (p —2) - z? + (2p+3)-z +p? — 1 = 0 egyenletnek legfeljebb egy valos megoldasa
van, akkor legalabb két megoldasanak kell lennie.

Az egyenletben az x valtozo méasodik hatvanyon szerepel, igy az egyenlet legfeljebb méasodfoki. De els6foku nem
lehet, mert az elséfoku egyenletnek legfeljebb egy valos gyoke van. Ez éppen azt jelenti, hogy a p = 2 primszam nem
megoldasa a feladatnak, mert ekkor behelyettesitéssel a 7x + 3 = 0 egyenletet kapjuk. Ennek megoldéasa egyébként

3
T = Ha p # 2, akkor az egyenlet masodfoku. A fentiek szerint ennek pontosan két valdés megoldasa kell, hogy

legyen (ketténél tobb nyilvan nem lehet). Ezért azokat a p szamokat keressiik, amelyre az egyenlet diszkriminansa
pozitiv.
Felirva a diszkriminanst:
D=(2p+3)°—4-(p—2)- (> —1) >0,

amelybdl a miveletek elvégzésével és rendezéssel a
(1) 4p® —12p® — 16p < 1

egyenl6tlenséget kapjuk.
Vizsgaljuk a tovabbiakban az f(p) = 4p> — 12p® — 16p harmadfokn fiiggvényt. El6szor keressiik meg a fiiggvény
zérushelyeit (eltekintve egyeldre attol, hogy p pozitiv prim). Szorzatta alakitassal:

f(p)=4p- (p* —3p—4),

ebbdl azt kapjuk, hogy f(p) zérushelyei p1 = —1, po =0, ps = 4.
Az f(p) = 4p - (p® — 3p — 4) fiiggvényt szorzat alakba irva az egyenl6tlenség:

dp-(p+1)-(p—4) < 1.

Ezt az egyenlGtlenséget kell a feltételek figyelembe vételével megoldani.
Mivel p pozitiv prim, ezért a szorzatban 4p és (p + 1) is 1-nél nagyobb egész szam. A (p — 4) tényez6 p = 2 és
p = 3 esetén negativ, igy a bal oldal negativ, tehat kisebb, mint 1. A p = 5, vagy annal nagyobb primekre a (p — 4)



szorzotényezd is pozitiv egész szam, igy a szorzat 1-nél nagyobb lesz. Az egyenlGtlenség tehat csak ap =2 és p =3
primszamokra teljesiil.
A p = 2 esetet mar kizartuk, ezért p = 3 az egyetlen megoldas.
A p = 3 értékre az eredeti egyenlet
22 4+924+8 =0,

ennek valéban két gyoke van, mégpedig 1 = —1, 9 = —8.
Megjegyzés. A p = 3 megoldast mas modon is megtalalhatjuk. Meghatarozzuk az f(p) differencidlhanyadosat:

fl(p) =12p* —24p— 16 = 4 - (3p> — 6p — 4).
Az f'(p) fiiggvény zérushelyei:

. 3-val

. ,:3+\/21
! 3 3

~ —0,528; Dy ~ 2,528.
Az f'(p) masodfoki fiiggvény ezeken a helyeken elGjelet valt, ezért p| és p), az f(p) szélsGértékhelyei.

Most figyelembe vessziik, hogy p pozitiv prim. Eszerint az f(p) fiiggvényt nem vizsgaljuk a p < p} intervallumon,
noha a p) helyen széls6értéke van, és igy el6fordulhat, hogy (1) valamilyen negativ p szamra fennall. Nem sziikséges
vizsgélni az f(p) fiiggvényt a |p; ps[ halmazon sem, mert ebben az intervallumban csak a p = 2 primszam fordul eld,
ez pedig, mint lattuk, nem megoldédsa a feladatnak.

A pl, helyen az f’(p) masodfoku fiiggvény negativbol pozitivba megy at, ezért itt f(p) csokkend fiiggvénybdl ndvek-
vébe megy at. Ez pedig azt jelenti, hogy elegendd vizsgélni az (1) egyenlGtlenség teljesiilését a p > pl, primszamokra.
Az elsg ilyen prim a p = 3. Behelyettesitéssel ellendrizhetjiik, hogy ekkor (1) bal oldalanak értéke —48, erre nyilvan
fennall (1), tehat p = 3 megoldasa a feladatnak.

A kovetkezs prim p = 5, erre (1) bal oldalanak értéke 120, vagyis erre (1) nem teljesiil, és igy p = 5 nem megoldas.
A p > 5 primszamokat mar nem sziikséges vizsgalnunk, hiszen itt f(p) novekvs, tehat biztosan 120-nal nagyobb
értéket kapnank egy kovetkezd prim behelyettesitésekor. A p > 5 primszamok tehit nem megoldésai a feladatnak, igy
az egyetlen megoldas p = 3.

8. Egy kocka minden élének hossza n, ahol n pozitiv egész szdm. A kocka minden lapjdt fehérre festjik, majd
a kockdt a lapjaival parhuzamos sikok mentén n® darab egységnyi éld kockdra daraboljuk.
a) Hdnyszorosa a kis kockdk felszinének dsszege az eredeti kocka felszinének?
(2 pont)
Ezutdn az 0sszes kis kocka lapjait megszamozzuk a kovetkezd szabdly szerint: eldszér azoknak a kis kockdknak
a 6-6 lapjat szamozzuk meg a pozitiv egész szamokkal 1-t0l kiindulva, amelyeknek egyetlen lapja sem fehér, ezutdn
a szamozast folytatjuk azon kis kockdk lapjaival, amelynek egy oldala fehér, utina a két fehér lappal rendelkezd kis
kockdk kovetkeznek, végil azok a kis kockdk, amelyeknek hdrom lapja fehér. Ezzel az eljardssal elérjik, hogy minden
kis kocka minden lapjan szerepel egy-eqy pozitiv egész szam és ezek a szamok mind kiilonbozok.
b) Legaldbb mekkora az n szdm, ha biztosan tudjuk, hogy a 2020 szdm olyan kis kockdra keril, amelynek nincs
fehérre festett lapja?
(4 pont)
¢) Hatdrozzuk meg a pozitiv egész n szamot, ha a fenti szdmozdssal a 4326 szdm az utolsé olyan kis kocka utoljdra
megszamozott eqyik lapjdra keril, amelynek pontosan két lapja fehér.
(6 pont)
d) Az n® szamai kis kockdbol véletlenszerien kivdlasztunk egy darabot. Mennyi annak az esélye, hogy a kivdlasztott
kis kockdnak legalabb az egyik lapja fehér, ha n = 87
(4 pont)

Megoldas. a) Az eredeti kocka felszine 6n2, az n® darab egységkocka felszinének osszege pedig 6n°, ez éppen
n-szerese az eredeti kocka felszinének.

b) Az n éli kockat ugy tudjuk a lapjaival parhuzamos éli sikokkal n® darab egységkockara darabolni, ha héarom,
egymasra meréleges élét egyenként n—1, az adott élre mer6leges sikkal elvagjuk az dbrdnak megfelelGen (a 3 kivalasztott
élet szaggatottan adbrazoltuk).



Az abra azt is megmutatja, hogy a kis kockak koziil éppen 8-nak lesz harom lapja befestve (a kocka 8 cstucsanal),
pontosan két lapjat olyan kis kockaknak festjiik be, amelyek az eredeti kocka élei mentén helyezkednek el, de egyetlen
csucsuk sem esik egybe az eredeti kocka valamelyik cstucsaval, ebb6l pedig a nagy kocka 12 éle mentén dsszesen 12-(n—2)
van.

Innen azt is lathatjuk, hogy egy lapjaval befestett kis kocka éppen 6 - (n — 2)2 darab lesz, olyan kis kocka pedig,
amelynek egyetlen lapja sincs befestve, pontosan (n — 2)°.

Most méar valaszolhatunk a b) feladat kérdésére is. Szamozasi feltételeink figyelembevételével ugyanis azt kapjuk,

hogy
202
6-(n—2)°>2020, azaz n—22\3/%%6,96.

Ebbél az kovetkezik, hogy n > 8,96, tehat n értéke legalabb 9.

¢) A b) feladat megoldasanal mar lattuk, hogy olyan kis kocka, amelynek egyetlen lapja sem fehér, (n — 2)3 darab
van, ezek szamozasara Osszesen az elss 6 - (n — 2)3 pozitiv egész szamot hasznaltuk fel. Olyan kocka pedig, amelynek
egy lapja fehér, 6- (n — 2)? darab van, ezek szémozasara a kovetkezs 6-6- (n — 2)° szamot hasznaltuk, végiil 12 (n—2)
olyan kis kocka van, amelynek pontosan két lapja fehér. Ezen kockdk lapjaihoz a szdmozasi szabaly szerint ezutan
kovetkezs 6 - 12 - (n — 2) darab pozitiv egész szamot hasznéltuk. Felirhato a kovetkezs egyenlet:

6-(n—2)°+36-(n—2)°+72-(n—2) = 4326,
6-tal vald osztds utan
(1) (n—22%46-(n—2)°+12-(n—2) =721
Az (1) egyenlet az n — 2 = z helyettesitéssel atirhato:
3 + 622 + 122 = 721,
illetve
(2) z - (2% + 62 + 12) = 721.

A (2) egyenlet bal oldalanak mindkét szorzotényezGje pozitiv egész.

Az z osztéja a 721-nek, amelynek primtényezss felbontasa 721 = 7 - 103, tehat = lehetséges értékei 1; 7; 103;
721. Nyilvan x = 1 nem értelmezhets a feladat szempontjabol, ezért csak a maradék 3 szamot kell megvizsgalnunk.
Egyszert szamoléssal kapjuk, hogy csak x = 7 a megoldas, mert a tobbi értékre a (2) egyenlet zardjeles tényezsje
721-nél nagyobb lesz.

A megoldas tehat azn —2 =7, azazn = 9.

d) Ha n = 8, akkor az el6zGek szerint (8 — 2)® = 216 kis kocka lapjai nincsenek befestve, 6 - (8 — 2)® darab kis
kockanak pontosan egy lapja fehér, 12- (8 —2) = 72 kis kockanak pontosan két lapja van befestve, végiil 8 kis kockanak
pontosan harom lapja fehér, ez 6sszesen 8% = 512 darab kis kocka.

A komplementer esemény valosziniiségével szamolunk, vagyis annak valdszintségét keressiik, hogy a kivalasztott
kocka egyetlen lapja sem fehér. Ekkor a kedvezs esetek szama az el6z6ek szerint k = 216, az Gsszes eset szdma nyilvan
n® = 512. Ezért

— 216 27
és igy a feladat megoldasa
271 37
PA)=1-—=—.
(4) 64 64

9. Az ABC hdromszig csicsainak koordindtdi a derékszogd koordindta-rendszerben A(0; —2), B(6;10), C(—3;1).



a) Bizonyitsuk be, hogy az ABC' derékszdgd hdromszog.

(8 pont)

b) Igazoljuk, hogy az vy = —x° + 8z — 10 egyenletd parabolinak o BC oldal egyenesével nincs kiézis pontja, de

az AB oldal egyenesével két kozis pontja is van. Hatdrozzuk meg az AB oldal egyenese és az y = —x° + 8z — 10
egyenletd parabola metszéspontjainak koordindtdit.

(5 pont)

c) Szdmitsuk ki, hogy az ABC hdromszig teriletének hanyadrészét fedik le azok a pontok, amelyekre y < —x* +
8z — 10 teljesiil.
(8 pont)

Megoldas. a) I. megoldds. Abrazoljuk a pontokat a derékszogi koordinata-rendszerben, amelyben megrajzoltuk
a haromszog koriilirt korét is. Az dbra alapjan az a sejtésiink alakulhat ki, hogy az ABC héaromszog derékszogi cstcsa
a C pontban van.
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Kiszamitjuk a e a bs U vektorok koordinatait a végpontok és a kozos kezd6pont koordinatainak kiilonbségeként:
Toa(3;—3) és Uop(9;9). A két vektor skalaris szorzata felirhato a megfelels koordinatak szorzatanak sszegekent:

Vo Vep=3-94(-3)-9=0.

Két vektor skalaris szorzata akkor és csak akkor zérus, ha a két vektor meréleges egymasra.
Ez éppen azt jelenti, hogy C'A mer6leges C B-re, vagyis az ABC haromszog C cstucsnal levs belsé szoge valoban
derékszog.

II. megoldds. Kiszamitjuk az AB, BC' és C' A oldalak hosszat:
AB =62 +122 =180, BC =/92+92 =162, CA=1/32+ (-3)* = V18.

Mivel BC? + CA% = v 1622 +v1 2 vV 1802 = AB?, ezért a Pitagorasz-tétel megforditasa alapjan az ABC harom-
szogben a C' csicsnal levs bels6 szog valoban derékszog.

b) Felirjuk a BC' és az AB oldalak egyeneseinek egyenletét. Mivel mar tudjuk, hogy o p(9;9) vagy vep(1;1), ezért
a BC oldal iranyvektoros egyenletét felirva x — y = —4. Az AB oldal egy iranyvektora 7,43(6; 12), vagy 7,43(1; 2),
ezért az AB oldal egyenlete 22 —y = 2. Keressiik el6szor az © —y = —4, y = —z + 8z — 10 masodfoku egyenletrendszer
megoldasait. Behelyettesitéssel:  — (—x? + 8z — 10) = —4, ahonnan 2% — 7z + 14 = 0. Ennek az egyenletnek nincs
valés megoldésa, mert a diszkriminansa D = —7.

Ez azt jelenti, hogy az y = —x? + 8z — 10 parabolanak a BC oldal egyenesével valoban nincs kozos pontja.

Az 2z —y =2,y = —2 + 8 — 10 masodfoku egyenletrendszer megoldasa:

2¢ — (—x® + 8 —10) =2, innen a2 —6x+8=0.

Az egyenlet megoldasai az x1 = 2 és xo = 4 valos szamok.

Visszahelyettesitve megkapjuk az AB egyenes és a parabola kozos pontjait: D(2;2), E(4;6).

¢) Abrazoljuk egyiitt a koordinatarendszerben a haromszoget és a parabolat, a besatirozott rész teriiletét akarjuk
kiszamitani.
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Mivel a BC egyenesének és a parabolanak nincs kézos pontja, ezért a BC egyenes a parabola f6lott helyezkedik el.
Az ABC héaromszog teriilete:

BC-CA V162-V18

5 ) = 27 (teriiletegység).

Tapc =

A parabola alatti teriiletnek az x1 = 2 és x5 = 4 hatarok kozé est része a Newton—Leibniz-formula alkalmazéasaval:

4 3 4
T = / (—22 + 8z — 10) dz = {—x— +da? — 10;1:] -
2 3 2
64 8 28
=-—+64—-40| —(—=+16—-20) = —.
(5 woimi0) = (r0-2) =3
DG+ EF 246
Az &dbran a DEFG trapéz teriilete: Ty = + - FG = % -2 = 8 (teriiletegység). A sziirkitett teriiletet
a Ty és Ts teriiletek kiilonbségeként kapjuk:
28 4
T=T—-Ty, = 3" 8 = 3 (teriiletegység).

Ebbél az kovetkezik, hogy

4
3
Tapc 27 81
4
tehat a sziirkitett teriilet az ABC haromszog teriiletének pontosan g—ed része.

Bir6 Balint (Eger)



