Ezen a néven jelent meg a CEOI (Ko6zép-Europai Informatikai Didkolimpia) idei elss feladata. A teljes szoveg
elérhet6 a kdvetkezé cimen:

http://ce0i2020.inf.elte.hu/contest /tasks/ .

1. feladat: Olvassuk el és értelmezziik a problémét, készitsiink néhany példat, rajzoljunk, majd prébaljuk meg
egy-két mondatban Osszefoglalni, hogy pontosan mit kérdez a feladat.

A feladat téglalapok megszamolasat kéri. Kombinatorikai feladatok k6zott lathattunk mér hasonlét: szamoljuk
meg, hogy az A(as,ay,) és B(bg,b,) pontok mint szemkozti csicsok altal meghatarozott, a koordinatatengelyekkel
péarhuzamos oldald téglalapban hany olyan téglalap van, amelynek cstcsai egész koordinatakkal rendelkeznek és oldalai
szintén a koordinatatengelyekkel parhuzamosak.

2. feladat: Adjunk moddszert a téglalapok megszamolasara egy a x b oldalu téglalap esetén.
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Vélasszunk a téglalap keriiletén vagy belsejében tetszélegesen két egész koordinataju pontot. Ha a valasztott
pontok egyenese nem parhuzamos egyik tengellyel sem, akkor meghataroznak egy téglalapot agy, hogy ezt a két pontot
tekintjiik két szemkozti csicsnak. Igy az elsé cstcs elhelyezésére (a + 1) - (b + 1) lehetség adodik, mig a mésodikra
a - b. Ezen a modon minden téglalapot négyszer szamoltunk: kivalasztottuk a bal fels6-jobb alsé cstucspart kétszer, és
a bal also6-jobb fels6 csticspart is kétszer. Ezért a téglalapok szama

(a+1)-(b+1)-a-b
1 .

A kacifantos kerités téglalapokbol épiil f61, de a megszamolando téglalapok atnyulnak a keritést alkoté téglalapokon,
tehat a problémat még nem oldottuk meg. A tovabbiakban vizsgaljuk a kdvetkez6 bemenethez tartozo keritést. Az els6
sorban a keritéselemek N szama, a mésodikban azok h; magassiga és a harmadik sorban az elemek w; szélessége
talalhato (1 <i < N):
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Helyezziik el a kerités bal alsé sarkat a koordinata-rendszer kdzéppontjaba. Nézziik, hogyan lehetne a téglalapoknak
cstcsokat valasztani a keritésen. Latjuk, hogy példaul a (3,2) és (11, 1) pontok, mint (bal, fels6) és (jobb, als6) csticsok
meghataroznak egy megszamolando téglalapot, mikézben az egyik cstcs a masodik (vagy harmadik), mig a masik
cstcs a nyolcadik keritéselemen talalhato.
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3. feladat: Talaljunk ki egyszerd algoritmust, ami megszamolja a keresett téglalapokat.

Ha a kerités méretei a példdhoz hasonléan kis szamok, akkor nem is olyan nehéz algoritmust késziteni. Tekintsiik
a kerités egész koordindtaju cstcsai koziil azokat, amelyek lehetnek egy téglalap bal felsG cstcsai, és valasszunk mind-
egyikhez megfelel6 jobb also csticsokat. Példaul a (3,3) ponthoz jobb also cstcsként kivalaszthatjuk a (4,2), (4,1),
(4,0) pontokat. De az (1,2) ponthoz mar sokkal tobb jobb als6 csiucs véalaszhato, a legtavolabbi a (12,0). Az elgbbi
kombinatorikus gondolatmenethez hasonléan megszamolhatjuk minden bal felsé csicshoz a lehetséges jobb alsé csa-
csokat. Az (1,2) pont esetén a jobb alsé csucsok = koordinataja 2-t6l 12-ig, mig y koordinataja 0-tol 1-ig terjedhet.
Igy a meghatarozott téglalapok szama 11 -2 = 22.

A feladat tehat megoldhato tgy, hogy minden lehetséges bal felss (b, f) csticshoz meghatarozzuk a t6le legtévo-
labbi olyan jobb als6 (j,a) cstcsot, amivel olyan téglalapot alkot, melynek minden pontja a keritésen van. A bal felss
csucshoz rajzolhatd Gsszes téglalap benne van ebben az elgbbi, legnagyobb téglalapban. Az fenti kombinatorikai gon-
dolatmenethez hasonléan ezek szama (j —b+1)- (f —a+1). A jobb also6 cstics mindig a kerités aljan van, tehat a = 0,
mig a jobb oldali utolsé megfelelé pont = koordinatajat gy kapjuk, hogy elindulunk az X tengely pozitiv irdnyaban
a (b, f) pontbol, és az els6 olyan keritést alkoto téglalapnal megallunk, amelynek magasséga kisebb, mint f. Ha mind
megfeleld, akkor a kerités végéig megyiink.

Nézziik a megoldas algoritmusat. A bemenet beolvasasakor értéket adunk az N egész valtozonak, valamint a h[0..N—
1] és w[0..N — 1] egészeket tartalmazo N méretd tombnek. Ezeket, valamit a tovdbbiakban hasznalt tomboket 0-t61
indexeljiik. Ezt a miiveletsort végzi el a Beolvas() eljaras, amit nem részleteziink.

Mivel a lehetséges bal felsG csiicsoktol az X tengely pozitiv irdnyaban elindulva keresni fogunk, ezért tudnunk
kell az egyes keritést alkoto téglalapok abszolut helyzetét az X tengelyen. Ehhez hozzunk létre az el [0..N] tombot,
amelynek k-adik eleme megadja a k-adik keritéselem bal oldalanak z koordinatajat (0 < k < N), mig N-edik eleme
az utolso keritéselem jobb oldaldnak helyét, azaz a kerités végét. Természetesen ugy is nézhetjiik, hogy az el [k + 1]
a k-adik keritéselem jobb vége, vagyis jobb oldaldnak = koordinataja. A tomb értékeinek szamitasat a kovetkezo eljaras
végzi:

Eljaras TeglalapokEleje(N,w[0..N-1],el[0..N])
ell0] :==0
Ciklus k := 0-tdl N-1-ig
el[k+1] := el[k]+w[k]
Ciklus vége
Eljaras TeglalapokEleje vége

A tovabbiakban megszamoljuk mindegyik keritéselemnél azokat a téglalapokat, amelyek bal fels6 csicsa a kerités-
elemen, de nem annak jobb széls oldalan talalhatd. Utobbiakat a kovetkezd keritéselemhez soroljuk. Mivel az utolséd
keritéselem jobb oldaldn nem lehetnek bal felss csiicsok, igy minden lehetséges bal felsd csicsot pontosan egyszer szamo-
lunk. A szamitast a k-adik keritéselemre a
KeritesElem() fliggvény végzi. Feliilrol lefelé haladunk, mivel a bal fels6 csticsok h[k]-t6l 1-ig helyezkedhetnek el. Minden
felso szinthez (y értékhez) megnézziik, hogy meddig lehet jobbra elmenni a KeresJobb() fiiggvény segitségével, majd
a keritéselem minden lehetséges bal értékétdl kiszamoljuk a (bal, felso) koordinatakbol kiindulo téglalapok szamaét.

Fiiggvény KeritesElem(N,h[0..N-1],w[0..N-1],k,el[0..N]) : Egész
darab :=0
Ciklus felso := 1-tél h{k]-ig
meddig := KeresJobb(N,h k,felso)
jobb := el[meddig]
Ciklus bal := el[k]-tél (el[k]+w[k]-1)-ig
darab := darab + (jobb-bal)*(felso-0)
Ciklus vége
Ciklus vége
KeritesElem := darab
Fiiggvény KeritesElem vége

A KeresJobb() fliggvény megadja, hogy a k-adik keritéselem felso magassagu pontjabol meddig lehet jobbra menni
ugy, hogy a keritésen maradjunk. Minden m > k-adik keritéselem megfelels, amely nem alacsonyabb a felso magas-
sdgnal. Ha mindegyik megfelels, akkor a kerités jobb végénél allunk meg. A fiiggvény visszaadja az els6é nem megfelel§
keritéselem indexét, illetve N-et, ha a kerités végéig minden elem elég magas.

Fiiggvény KeresJobb(N,h[0..N-1] k. felso) : Egész

m = k+1
Ciklus amig m < N és h[m] > felso
m = m+1

Ciklus vége



KeresJobb := m
Fiiggvény KeresJobb vége

A KacifantosKerites fiiggvény adja a feladat megoldasat: a beolvasas és az el6készit6 miiveletek utan megszamolja
az egyes keritéselemekbdl bal fels6 csiicsokkal készithets téglalapokat, és visszaadja azok 1000000 007-tel vett osztési
maradékat.

Fiiggvény KacifantosKerites() : Egész

Beolvasas(N,h,w)

TeglalapokEleje(N,w el)

darab :=0

Ciklus k := 0-t6l N-1-ig

darab := darab + KeritesElem(N,h,w,k,el)

Ciklus vége

KacinfatosKerates := darab MOD 1000000007
Fiiggvény KacifantosKerites vége

Feltételezziik, hogy az algoritmusbol készitett programban az esetlegesen nagy szamértékek elférnek a hasznalt egész
tipusban és a miveletek nem okoznak tulcsordulast. A megoldas azonban a nagy szamu és nagysagrendi bemenetekkel
sajnos ett6l fiiggetleniil nem boldogul. A versenyen kevés pontot kapott volna, mivel a futasidé nagyobb h[] és N értékek

N—-1
esetén meghaladja az idGkeretet. Ez érthets, hiszen a KeresJobb() fiiggvény Z h; alkalommal hivodik meg, vagyis

az y = 0 kivételével minden keritéselem magassagnal, mig a benne szerepls cilzh(l)s atlagos 1épésszama a keritéselemek
N szaméval aranyos. Tehat hatékonyabb algoritmusra lesz sziikségiink, amiben nem szerepel a KeresJobb fiiggvényhez
hasonl6 keresés.

Az el6z6 algoritmus keritéselemeken valasztott bal fels§ csicsokat, és a jobb also csticsokat téle jobbra, a tobbi
keritéselemet vizsgalva kereste. Ne ragaszkodjunk feltétleniil a kerités pontjainak ilyen csoportositasahoz.

4. feladat: Probaljuk olyan téglalapokra bontani a keritést, ahol magatél adédik egy-egy bal felsé cstucshoz a leg-
tavolabbi jobb alsé cstcs.

Vegyiik észre, hogy ha egy keritéselem mindkét szomszédjanal magasabb, akkor azok a csicsai, amelyek mindkét
szomszéd magassaganal nagyobb y koordinataval rendelkeznek, csak olyan cstucsokkal alkothatnak a keritésen tégla-
lapot, amelyek az adott keritéselemen vannak. Példaul tekintsiik a vizsgalt bemenetnél a (6,4), (8,4), (8,6) és (6,6)
cstucsok altal meghatarozott téglalapot. Az ezen fekvs bal fels§ csicsokhoz — kivéve az also oldalélt — csak ezen a keri-
téselemen 1évé cstucsok koziil valaszthatunk jobb alsét, tehédt csak a 6 < x < 8 értékek johetnek szamitasba. Ez éppen
az adott keritéselem két vége, tehat ekkor semmilyen X tengely iranya keresésre nincs sziikség.

Gondoljuk tovabb a dolgot. Ha az el6bbi keritésrészre es6 bal felsé csticsokkal alkotott téglalapokat megszamoltuk,
akkor gyakorlatilag elhagyhatjuk ezt a részét a keritésnek, hiszen jobb als6 csicsként is megszadmoltuk minden pontjat.
Amennyiben tovabbi, hasonléan kiemelkedd részek vannak a keritésen, akkor azokban is szamolhatunk. Igy a példaban
a (2,4) és a D, E, F pontok &ltal alkotott vagy az RSTU téglalap esetében. Az alabbi dbrdn satirozassal jeloljiik
a szoban forgd kiemelkedéseket.
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Ezeket a keritésrészeket elhagyva ismét olyan kerités keletkezik, amelynek vagy vannak kiemelkedései, vagy egyetlen
téglalap az egész kerités. Igy a szamolas folytathato pl. a (6,3), N, M, (6,4) téglalappal. Amennyiben lépésrél-
lépésre minden kiemelkedést a szamolas utan elhagyunk, akkor végiil egy téglalap marad, amivel készen is vagyunk.
A megoldashoz tehat csak arra van sziikség, hogy minél egyszertibben meghatarozzuk a kiemelkedéseket.

5. feladat: Gondolkozzunk olyan algoritmuson, ami az adatok alapjan végigmegy a kiemelkedéseken és megsza-
molja azokat a téglalapokat, amelyek bal felsé cstcsa ezeken taldlhato.



A cikk folytatasaban vélaszt adunk az 5. feladatra és hatékony algoritmust készitiink a versenyen kittizott prob-
lémahoz. Természetesen a leirt gondolatmeneten kiviil mas otlet alapjan is lehet megoldast késziteni. Az utobbi évek
CEOTI feladatai szerepelnek a http://mester.inf.elte.hu adatbazisaban, igy programunk helyességét és hatékonysagét
ellendrizhetjiik a segitségével.


http://mester.inf.elte.hu

