Bevezetés

,Kezdetben vala a szdmtani, a mértani és a harmonikus kozép...” Némi moédositassal idéztiink egy tanulmény-
bol, amely a matematikai kozépértékekkel foglalkozik [13]. Valoban, ezeket a kozepeket — az Okori gordg matematika
aranyelméletének keretein beliil, aranyokkal kifejezve — mar Piithagorasz is ismerte, s6t a torténeti forrasok szerint
babiléniai tanulményutja soran tett szert erre a tudasra. Matematikai vonatkozasi régészeti leletek is arra utalnak,
hogy ezeket a kozepeket mar a babiloniai tudosok is hasznaltak, Krisztus el6tt csaknem kétezer évvel [9]. Pithago-
rasz egyik késébbi kovetGje, Arkhitasz olyan megfogalmazast adott ezekre a kozepekre, amelybdl kiindulva tovabbi
kozépértékekhez vezets eljardst dolgoztak ki a pitagoreusok. Az igy kapott kozepeket ezért pitagoraszi vagy ,,gorog”
kozepeknek nevezziik [2], [4], [7], [9], [10], [16], [21], [22]. Ezek kozé tartozik a kontraharmonikus kozép is, amely azon-
ban — egyszertisége ellenére — mara sajnos méltatlanul elfeledetté és mell6z6tté valt, legalabbis kozépiskolai szinten.
Tanulményunkban a kontraharmonikus k6zép tulajdonsagaival, dsszefiiggéseivel, el6fordulasaval foglalkozunk, néhény
sajat eredménnyel is gazdagitva a téméat. A dolgozatban szerepl allitdsok nagy részét — terjedelmi okok miatt — nem
bizonyitjuk; a bizonyitasok feladatat F-fel jeldlve gyakorlasként az Olvaséra bizzuk.

A legismertebb koézepek és a kontraharmonikus k6zép

Mit is értiink két pozitiv valds szam kozépértéke alatt? Azt az értéket, amely a két szam kozé esik. Pontosabban:
matematikai kézépnek neveziink egy, a pozitiv valés szdmparok halmazan értelmezett kétvaltozos, folytonos fiiggvényt,
melynek barmely helyettesitési értéke az adott szampar tagjai kozé esik (megengedve a valamelyik taggal valo esetleges
egyenlGséget is). A kozépérték fogalma sok esetben konnyen kiterjeszthets tobb szamra is, tovabba stlyozasra is van
lehet6ség. A kozépiskolaban targyalt legismertebb kdzepeket az alabbi tdbldzatban tiintettiik fel.

Ko6zép neve Képlet Jelolés
szamtani (aritmetikai) a4 —2|— b A
mértani (geometriai) Va-b G
harmonikus é i % = a2—(|1—bb H
négyzetes (kvadratikus)* @ ;— i Q

Forditsuk figyelmiinket most arra a bizonyos elfeledett kozépre. Két pozitiv valds szam (a és b) kontraharmonikus
kozepe:

a2 + b2
C(a,b) = )
(b = =55
Ez valojaban egy a-val, illetve b-vel stlyozott szamtani kozép (,Onstlyozott” kozép) [12], de ugy is tekinthetjiik, hogy

a? és b? szamtani kozepének, illetve a és b szamtani kozepének a hanyadosa. A definiciobol konnyen levezethetd

a kontraharmonikus k6zép néhany alapvets tulajdonsaga. (F)
a) C(a,b) jogosult a kozépérték névre, mivel minden a < b esetén:

a < C(a,b) <b.

b) C(a,b) szigori (vagy diagondlis) kozép, ami azt jelenti, hogy az el6bbi egyenlGtlenségek szigoruakka valnak, ha
a kiilonbozik b-t6l, de ha a és b megegyezik, akkor C'(a, b) is egyenls ezekkel.
c¢) C(a,b) szimmetrikus kdzép, azaz a képletében a és b szerepe felcserélhets:

C(a,b) = C(b,a).
d) C(a,b) homogén kozép, ami alatt azt értjiik, hogy tetszsleges pozitiv valos A esetén:
C(Aa, Ab) = X - C(a,b).

A homogenitas jelentGsége tobbek kozott abban &all, hogy a két szam kozos tényezGje ,kiemelhets” a kozép elé.
A kovetkezGkben egy olyan modszert mutatunk be, amely hatékonyan alkalmazhaté a kozepek tulajdonsagainak,
illetve kapcsolatainak a vizsgilatara, ennek ellenére ritkan talalkozunk ezzel a szakirodalomban [5], [11].
Felhasznalva a kontraharmonikus kdzép homogenitasat, végezziik el az alabbi atalakitast:

C(a,b):b-C’(%,l) =b-C(z,1), ahol x:%; x > 0.

A négyzetes kozép valojaban nem tartozik a pitagoraszi kozepek csaladjaba, csak az ismertsége miatt szerepel a tablazatban.



Ennek alapjan b lerogzitésével a kontraharmonikus kozéphez hozzarendelhetiink egy egyvaltozos fiiggvényt, amit ka-
rakterisztikus fiigguénynek neveziink. Tehat:
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folx) =C(z,1) =
A karakterisztikus fiiggvény segitségével ugy igazolhatjuk a koézépérték-tulajdonsagot, hogy belatjuk:

x < fo(x) <1, ha a <b, azaz ha 0 <z <1,
1< folx) <a, ha a > b, azaz ha = > 1.

Ez azt jelenti, hogy fo(z) grafikonjanak az y = 1 és az y = = egyenletd egyenesek altal hatarolt tartomanyban
kell huzodnia. Amint az az 1. dbrdn lathato (és természetesen szamitasokkal is egyszertien alatamaszthato), fo(z)
grafikonja valoban a ,megengedett”’ tartomanyban van.
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1. dbra

A grafikonon az is megfigyelhetd, hogy a kontraharmonikus kézép karakterisztikus fliggvénye a ]0; 1] intervallumban
nem monoton, hanem szélsGértéke, mégpedig minimuma van. A tobbféleképpen is elvégezhets pontos elemzés szerint
a minimum helye: z = v2 — 1. (F) A karakterisztikus fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmi voltabol a kontraharmo-
nikus kozép kiilonleges tulajdonsaga kovetkezik: ha rogzitjiik egy szampar nagyobbik tagjat, akkor a kisebbik tag két
kiilonboz6 értéke esetén is ugyanazt a kontraharmonikus kozepet kaphatjuk. Pl.: C(2,6) = C(3,6) = 5.

A jol ismert kozepek karakterisztikus fliggvényét hasonloképpen hatarozhatjuk meg (2. dbra). (F)
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2. dabra

A grafikonok tantsaga és az elemzés szerint a szadmtani, mértani, harmonikus és négyzetes kozép karakterisztikus
fliggvénye szigortian monoton novs, tehat ezeknél a kozepeknél nem tapasztalhaté az a ,kettGsség”, amelyet a kontra-
harmonikus kozépnél lattunk. Az ilyen kozépértékeket izotonnak nevezzik [2]. A kontraharmonikus k6zépnek a t6bbi
kozépétdl eltérs tulajdonsaga tehdt az, hogy nem izoton, hiszen a karakterisztikus fiiggvénye nem monoton.

Az abrarol ugyanakkor a koézepek sorrendje is leolvashato, és igy adodik a nevezetes egyenlGtlenség-lancolat, amelybe
most mar a kontraharmonikus kozép is beilleszthetd:

H<G<A<Q<C

ahol az egyenl6ségek akkor és csak akkor teljesiilnek, ha a = b. (F)



A derékszogi érintétrapéz

A kovetkez6kben bemutatjuk a kontraharmonikus kozép egy geometriai el6fordulasat, mikézben ravildgitunk mas
kozepekkel valo Osszefiiggéseire és a pitagoraszi szAmharmasokkal valo kapcsolatara. Mindezt egy tétel kimondasanak
és bizonyitasanak keretén beliil tessziik.

Tétel. I. Ha a és b kilonbozd pozitiv egész szamok, és C(a,b) (vagyis a kontraharmonikus kézepik) is egész, akkor
C(a,b) elddll egy pitagoraszi szamhdrmas legnagyobb tagjaként.

II. Ha (x,y, 2) pitagoraszi szémhdrmas, akkor létezik két kilonbizd pozitiv egész szam, melyeknek kontraharmonikus
kizepe éppen a szdmhdrmas legnagyobb tagja (azaz z, amely szintén egész).

Bizonyitas. Tekintsiink egy derékszogi érintGtrapézt (3. dbra), melynek alapjai a, illetve b hossziak (a < b).

Hogy a és b ismeretében kifejezhessiik a szarak hosszat (c-t és d-t), irjuk fel az érint6négyszogek tételét és
a Pitagorasz-tételt:

c+d=a+b,
&+ (b—a) =
Az egyenletrendszer megoldasaval az alabbi eredményre jutunk:

a’ + b2 2ab

d=
a+b’ a+b

A meréleges szar hosszéara tehat az alapok hosszénak a harmonikus kdzepét, a masik szar hosszara pedig a kontrahar-
monikus kozepét kapjuk.

Ezen a ponton tegyiink egy kis kitérét. Azonnal lathatjuk, hogy két kiilonb6z6 szamnak a kontraharmonikus kézepe
nagyobb, mint a harmonikus kizepe, amit algebrai aton is igazolhatunk. Irjuk fel ujra az érinténégyszogek tételét,
most mar a kapott eredményekkel.

H+C=a+hb.

2-vel valo osztés utan kapjuk a szamtani k6zép definicidja alapjan:
A(H,C) = A(a,b).

Vagyis mindegy, hogy két szdm harmonikus és kontraharmonikus kézepének vessziik a szdmtani kozepét, vagy maganak
az eredeti két szamnak a szdmtani kozepét. Erre azt mondjuk, hogy a szamtani k6zép invaridns a harmonikus és a kont-
raharmonikus kozépre nézve. Szokas ugy is fogalmazni, hogy a harmonikus és a kontraharmonikus kozép egymaéasnak
a komplementere a szamtani kézépre vonatkozoan [20]. K6zépiskolai szohasznalattal: két tetszéleges pozitiv valos szam
harmonikus, szamtani és kontraharmonikus kozepe egy szdmtani sorozat egymast kovets tagjai. Az abra tehat maga-
ban rejt egy kozepek kozotti, invariancia jellegl Osszefiiggést, amely egyuttal magyarazatot ad a kontraharmonikus
elnevezésre is.

Térjiink vissza a tétel bizonyitasara. Tegyiik fel, hogy a és b egész szamok, és a kontraharmonikus kozepiik is egész.
Valasszunk le a derékszogi érintGtrapézbol egy derékszogli haromszoget. Ennek oldalhosszai: b —a, d, c. Ezek azonban
a feltételek miatt mind egész szamok (hiszen ¢ = C(a,b), illetve d = a + b — ¢ az érint6négyszogek tételébdl). Tehat
kaptunk egy pitagoraszi szamharmast, melynek legnagyobb tagja éppen C(a,b). Ezzel bebizonyitottuk a tétel 1. részét.

Induljunk ki most egy (z,y, z) pitagoraszi szamhéarmasbol, azaz harom olyan pozitiv egész szambol, melyek egy
derékszogl haromszog oldalhosszai. Egészitsiik ki ezt a haromszoget derékszogi érintGtrapézza (4. dbra). (A szerkesztés
nem bonyolult: az egyik hegyesszogi csicsbol kiindulo szogfelezének, illetve a cstcesal szemkozti befogo és az atfogd
felez6pontjat 6sszekdts kozépvonalnak a metszéspontjaként kapjuk a szerkesztendd trapézba irhato kor kézéppontjat;
a kor megrajzolasa utan pedig mar konnyid megszerkeszteni a trapézt.)
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4. dbra

A kapott derékszogl érintGtrapéz hosszabbik szararol tudjuk, hogy annak hossza egyrészt az alapok hosszanak (a-
nak és b-nek) a kontraharmonikus kézepe, méasrészt egész szam, hiszen a pitagoraszi szamharmas legnagyobb tagja
(a derékszogi haromszog atfogojanak a hossza). Mar csak azt kell belatni, hogy az alapok hossza is egész szam. Az ébra
alapjan irjunk fel két Osszefliggést a és b kozott:

at+b=x+2z,
b—a=uy.
Ebbél kapjuk:
r—y+z r+y+z
a="—2""" p=""ZZ
2 2

i) Foglalkozzunk elGszOr egy Gn. primitiv pitagoraszi szaimharmassal, amelyben a tagoknak nincs 1-nél nagyobb
kozos osztdja. Ismeretes, hogy ebben az esetben a tagok a kovetkezé moédon fejezhetSk ki az m és n pozitiv egész
szamokkal [17]:

r=2mn, y=m?-—n? z=m?+n?
(m > n, tovabba m és n relativ primek és kiilonb6z6 paritastak; = jeloli a szamharmas egyetlen paros tagjat.)
Behelyettesités és rendezés utan adodik:

a=n-(m+n), b=m-(m+n).

Tehat az alapok hossza valoban egész szam.

i1) Ha a pitagoraszi szamharmas nem primitiv, akkor a tagok legnagyobb kozos osztoja nagyobb 1-nél. Jeloljik
ezt az egész szamot k-val. Ha mindharom tagot k-val osztjuk, akkor primitiv pitagoraszi szdmharmashoz jutunk, igy
az el6z6ek szerint egész szdmokat kapunk az alapok hosszara. Ezeket k-val megszorozva adédnak az eredeti szdmhar-
mashoz tartoz6 alaphossziisigok, amelyek természetesen szintén egész szadmok. Ez teszi teljessé a tétel II. részének
a bizonyitasat.

A tétel kimondasa Pahikkala nevéhez fiizédik, aki az iménti, geometriai hattertd bizonyitas helyett tisztan algebrai
modszert alkalmazott [18].

Megjegyzés. A szerkesztésbdl kittinik, hogy a derékszogi haromszoget a méasik befogdjanak az irdnyaban is kiegé-
szithetjlik derékszogd érintGtrapézza (5. dbra).

5. dbra

Ez annak felel meg, hogy az alapok hosszanak a képletében x és y szerepe felcserélgdik:

a,:y—:c—i—z’ b/:

r+y+z
5 _—

2

Mint lathato, a hosszabbik alap hosszara ugyanazt az értéket kapjuk, a rovidebbik alapéra azonban nem:

ad =z—a, b =h



Ekdzben a trapéz hosszabbik szara — azaz a kiindulasi derékszogt haromszog atfogdja — nem valtozik. Mindez 6sszhang-
ban van a kontraharmonikus kézép nem izoton voltaval, azaz azzal a korabban megallapitott ténnyel, hogy ha rogzitjiik
egy szampéar nagyobbik tagjat, akkor a kisebbik tag két kiillonboz6 értéke esetén is ugyanaz a kontraharmonikus kozép
adodik [18]:

C(a,b) = C(a',b), a+ad =C.

A kontraharmonikus kézép elfordulasai

a) Bizonyara sokan tudjak, hogy a trapéz alapjaival parhuzamos szakaszok (az tn. hurok) némelyikének a hossza
mogott a legismertebb kozepek rejtéznek [4], [6], [20]. Kevésbé kozismert azonban, hogy a kontraharmonikus kézép
is fellelhets a trapézban. Példaul ha talalunk egy olyan pontot a trapézon beliil, amelyet egy-egy alap végpontjaival
Osszekotve a kapott haromszogek teriilete megegyezik, akkor az ezen a ponton athaladé hir hossza az alapok hosszanak
a kontraharmonikus kézepével lesz egyenls (6. dbra) [23]. (Konnyen belathato, hogy a széban forgd har 6sszes pontja
rendelkezik az els6ként megtalalt pontéhoz hasonlo tulajdonsaggal.) (F)

a

b
6. dbra

b) Keressiikk meg egy érintdtrapéznak azt a harjat, amely két egyenld keriiletd kisebb trapézra bontja az eredeti
trapézt (azaz amely megfelezi az eredeti trapéz keriiletét). Ennek a harnak a hossza egyenlé az alapok hosszanak
a kontraharmonikus kézepével. (F)

¢) A derékszogt haromszog atfogojahoz, illetve az egyik befogohoz irt kor sugaranak kontraharmonikus kozepére
éppen az atfogd hosszat kapjuk. Az a tény, hogy az allitdsban barmelyik befogo szerepelhet, a kontraharmonikus kézép
nem izoton voltara utal. (Az atfogohoz, illetve az egyik befogohoz irt kor sugaranak harmonikus kézepe pedig az adott
befogo hosszaval egyenls.) (F)

d) Tekintsiink egy egyenes csonka kapot, amelyrdl tudjuk, hogy az alaplap és a feddlap teriiletének az Osszege
egyenls a palést teriiletével. Ekkor az alkot6 hossza megegyezik az alaplap és a fedglap sugaranak a kontraharmonikus
kozepével. (A csonka kup magassaga pedig a sugarak harmonikus kézepével egyenls.) (F)

e) Tekintsiik a g: Rt — RT, g(z) = 1/x fiiggvényt (7. dbra).

\
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7. dbra

Tiikrozziik a fliggvény grafikonjat az z-tengelyre, és jeloljiink ki a tengelyen egy tetszGleges a-t és b-t (a < b).
Kossiik ssze az (a;1/a) és a (b; —1/b) pontokat (Moskovitz—Mays-féle eljaras [14], [15]). Az Gsszekots egyenes egy a
és b kozotti M pontban metszi az z-tengelyt. M meghatarozasdhoz vegyiik észre, hogy az dbran lathaté derékszogi
haromszdgek hasonlék, és irjuk fel az egymasnak megfeleltetheté befogdhosszak ardnyanak egyenlGségét:

M —a
b—M




Rendezés utan kapjuk:

a2 + b2

a+b’

Vagyis ezzel az eljarassal a és b kontraharmonikus kézepéhez jutottunk. Megfigyelhetjiik, hogy a két szélsé pontot
0sszekots egyenes még egy helyen metszi a fiiggvény grafikonjat. Ez azt jelenti, hogy a nagyobbik szam (b) rogzité-
sével a kisebbik szam (a) két kiilonboz6 értéke mellett is ugyanazt a kontraharmonikus kézepet kapjuk, ami ismét
a kontraharmonikus kozép nem izoton voltat jelzi.

f) Szamadatok atlagarol legtobbszor a szamtani kdzép jut az esziinkbe, pedig az atlag meghatarozéasa erGsen fiigg
attol, hogy mit tartunk szem el6tt az adathalmaz és az azt ,képvisel6” atlagérték viszonyaban. A szamtani kozepet
akkor kapjuk atlagul, ha arra toreksziink, hogy az adatoknak az atlagtél vald négyzetes eltérése 0sszességében a leheté
legkisebb legyen (ekkor a szoras is minimaélis).

M(a,b) =

(z; — )’ =min. < Z = A(21,...,2n).
1

n

3

Ha azonban azt akarjuk, hogy az adatoknak az atlagtol valo relativ (tehat az atlaghoz viszonyitott) négyzetes
eltérése legyen Osszességében minimalis, akkor a kontraharmonikus kozép adodik atlagnak [1].

n _\2
Z<xl_x> =min. <= = =C(z1,...,T,).

. T
=1

g) Erdekes, hogy a kontraharmonikus kozép (és nemcsak az) még a zenében is felbukkan. Két hang magassagbeli
kiilonbségét a hangkozzel jellemezziik, ez pedig a két hang frekvencidjanak aranya. Tekintsiink egy alaphangot (pl. C),
ennek oktavjat (C’), tovabba a kovetkezs hangkozoket: kvart (F), kvint (G), nagy szext (A). Ha az alaphang frekven-
ciajat egységnyinek vessziik, akkor az oktav frekvencidja 2, a kvarté 4/3, a kvinté 3/2, a nagy szexté pedig 5/3 egység,
legalabbis az Gn. természetes (vagy diatonikus) duar skalan [3]. Lathato, hogy az alaphang és az oktav frekvencidjanak
szamtani kdzepe a kvint frekvencidjaval, harmonikus kdzepe pedig a kvart frekvencidjaval egyezik meg, amint az méar
a pitagoreusok szamara is ismert volt (persze nem a frekvencidkkal megfogalmazva, hanem a rezgésbe hozott, és igy
a megfelel¢ hangot kibocsaté har hosszénak a felhasznalasaval) [8], [9], [19], [22]. Ha azonban a kontraharmonikus
kozép is szerepel az eszkoztarunkban, észrevehetjiik, hogy a nagy szext frekvenciaja éppen ennek a kdzépnek felel meg.

Kitekintés

A cikkbeli tablazatban szerepld, legismertebb kézepek valojaban egy nagyobb csalddnak, az tn. hatvanykozepek
csaladjanak a tagjai [2], [4], [20]. A kontraharmonikus k6zép nem tartozik ebbe a csaladba. Az viszont mind a hat-
vanykozepekrsl, mind a kontraharmonikus k6zéprél elmondhaté, hogy a szamtani kdzépre vezethetk vissza. Jogosan
vetGdhet fel a kérdés a kontraharmonikus kozép tényleges hovatartozésat illetGen. A vélaszt jelen tanulmanyunk foly-
tatasa foglalja majd magaba.
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