A 2020. évi Kunfalvi Rezs6 Olimpiai Valogatéverseny
elméleti feladatainak megoldés

F1. a) A goly6 csak gy érkezhet a godor B sarkaba, ha el6tte a godor fiiggsleges oldalain paratlan szémszor
visszapattan. Minden visszaver6désnél a kis test sebességének vizszintes komponense elGjelet valt, fiiggbleges kompo-
nense pedig valtozatlan marad. A pattogd golyo palyajat a fliggSleges falakra valo tiikrozéssel ,ki lehet hajtogatni”,; és
igy toréspontok nélkiili parabolat kapunk. Nyilvanvalo, hogy kozelebbi pontba kisebb kezd&sebességgel eljuttathato a
golyo, tehat az optimalis (kihajtogatott) péalya esetén a golyd csak egyszer pattan meg. Most mar csak az a kérdeés,
hogy az eldobéas helyétdl tavolabbi falon hol legyen a pattanasi pont.

1. dbra

Paraméterezziik a feladatot! Legyen d = 12 m a godor tavolabbi falanak tévolsdga az A ponttol, s = 2 m a godor
szélessége, h = 1 m a godor mélysége. Ezeken kiviil hasznélni fogjuk még az L = d + s = 14 m tavolsagot is. Jelolje
C és D a godor A ponthoz kdzelebbi, illetve tavolabbi felsé sarkat, B’ pedig a B pontnak a godor tavolabbi faléra
vonatkozo tiikorképét (1. dbra). A kihajtogatott palya tehat egy olyan parabola, amely atmegy az A és B’ pontokon.

Az A és B’ pontokat sszekots lehetséges parabolak koziil csak azokat valaszthatjuk, amelyek ,beesnek” a gédorbe,
azaz a talaj szintjét a C'D szakaszon metszik. Szemléletesen lathato, hogy ezek koziil a palyak kozil a legmagasabb,
ADB' parabolahoz tartozik a legkisebb kezd&sebesség, mig a leglaposabb, ACB paraboldhoz a legnagyobb kezd&se-
besség. (Itt figyelembe vettiik azt a tényt is, hogy a feladat adatai alapjan lapos, 45°-nal joval kisebb szogben indulo
hajitasokrol van sz6.)

Megjegyzés. Az intuicionkat szamolassal is igazolhatjuk. Ha a hajitas kezdGsebessége v, az inditas hajlasszoge a,
akkor az A és B’ pontok kozotti vizszintes (L = d + s) és fiiggtleges (—h) elmozdulésokra a kdvetkezdket irhatjuk fel:

L =vtcosa, —h:vtsina—th,

amibdl a mozgas t idejének kikiiszobolése utan az alabbi kifejezést kapjuk v-re:

(1) v? = gL’ .
2cos? a(Ltana + h)

Ahhoz, hogy kideriiljon, hogyan valtozik v nagysaga az « szog kis megvaltoztatasakor, vizsgaljuk meg a tort nevezGjének
sz0g szerinti derivaltjét:
[2cos? a(Ltana + h)] = 2L — 2(h + Ltana)sin 2a.

A tavolsagadatok behelyettesitésével konnyen ellendrizhets, hogy ez a derivalt o ~ 40° és annal kisebb szdgekre
biztosan pozitiv, azaz ,lapos” hajitasi szogek esetén a B’ pont eltaldlasahoz sziikséges v sebesség annal kisebb, minél
nagyobb az « sz0g értéke. A gddorbe beleesd golyd lehetséges palyéi koziil az 1. abran lathaté C ponton atmend
parabolahoz tartozik a legkisebb « sz0g, mig o« értéke a D ponton atmend palya esetén a legnagyobb. Tehat az
optimalis palya a gddor tavolabbi fliggbleges falat a legfelsé, D pontban taldlja el, majd egy pattanads utan a kis test
a B pontba érkezik.

*

b) A kinematikai egyenletekbdl kiindulva felirhatjuk az optimalis palya AD szakaszén a golyo vizszintes elmozdu-
lasat az « szog és a v kezdGsebesség segitségével:

@) d:202sinacosa'
g
A megjegyzésben szerepls (1) egyenletbol beirva ide v?-et megkapjuk a hajitasi szoget:
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LA feladatok szovege a KéMaL mult havi szamaban olvashato.



Ezt az eredményt visszairva a (2) egyenletbe a kovetkezs kifejezéshez jutunk:

9 gd gd(1 + tan? a)

2 sin a cos « 2tan «

Az adatokat behelyettesitve végiil megkapjuk a sebesség szamszeri értékét:

F2. Mivel a szupravezet6 belsejébe a magneses tér nem hatolhat be, az indukciévonalak folytonossagaboél kovet-
kezGen a mégneses indukcidévektornak mindenhol érintGirdnytnak kell lennie a cs6 kiilsé és belsd feliillete mentén.
A feladatunk az, hogy a hatarfeltételt kielégits (feliileti) arameloszlast megtalaljuk.

Az ilyen, an. peremérték-problémakat kozépiskolas szinten a tiikrézés modszerével szoktuk megoldani. Ennek 1é-
nyege, hogy egy zart tartomany peremén elhelyezkedd aram- vagy toltéseloszlas hatasat a tartomanyon kiviil talalhato,
megfelel§en megvalasztott erdsségi és helyzetd ,tiikdraramokkal” vagy ,tiikortoltésekkel” helyettesitjiik. Ez az eljaras
csak néhany specialis geometriaja feliilet (pl. sikok, gomb vagy henger) esetén miikodik, de most éppen ilyennel van
dolgunk. Préobaljuk hat a szupravezeté csé faldban folyé dramok hatasat egy, a csovon kiviil elhelyezkedd, képzeletbeli,
aramjarta egyenes vezetével leirni!

Konnyen lathato, hogy a ,tiikkbraram” a cs6 belsejében 1évs vezetékben folyd valédi arammal ellentétes iranyu,
ellenkezG esetben a mégneses indukcidvektor sugariranyt komponense nem tiinhetne el a cs6 fala mentén. A szim-
metria miatt a tiikordram a csé tengelye és a valodi aramvezetd altal meghatarozott sitkban helyezkedik el. Jeloljiik
(4ltalanosan) a valodi vezetonek, illetve a tiikoraramnak a csé tengelyétdl mért tavolsagat rendre d-vel és xz-szel (az
ennek megfelel6 vektorok pedig legyenek d és ). A tiikoraram egyel6re ismeretlen erésségét jeloljik nl-vel (n > 0).

©e:

2. dbra

Vizsgéljuk a szupravezets cs6 szimmetriatengelyre merdleges sikmetszetét, és irjuk fel beliill a magneses indukcio-
vektort az dbra jeloléseivel a cs6 tengelyéhez képest R vektorral jellemezhet6 pontban (|R| = R)! A valédi dramvezet6
és a tiikkoraram altal keltett indukciojarulékok vektoros alakban:

- ILLLI _ pwonl T2
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ahol 71 és ro a vezetékektsl a vizsgalt pontba mutatd vektorok, e, pedig a valodi vezetékben folyd arammal azonos
iranyt egységvektor. Azt szeretnénk elérni, hogy az eredd indukciovektor (ami By és Bo vektori Osszege) érintGirdnya
legyen, amit matematikailag igy fejezhetiink ki:

R(B;+ B3)=0.
Ebbe behelyettesitve By és Bo kordbbi kifejezését, majd egyszertsités utan:

R(e.x7T1) nR(e.XxT2)
ALV =0.

2
5 T3

A vegyes szorzatra vonatkozo a(b x ¢) = b(c x a) azonossagot felhasznalva:

r1 X R nrox R

2

=0
5 .
L T2

z

=0

A szogletes zardjelben allo mindkét tag parhuzamos az e, vektorral, ezért a skalaris szorzat csak tugy lehet zérus, ha
a zarOjeles mennyiség eltiinik. Fejezziik ki az rq és 7o vektorokat x-szel és d-vell

rm=R-—x, ro=R—d.



Ezzel a kovetkezd feltételt kapjuk:
(R—z)xR n(R-—d)xR _

=0.
|R — x| R —d|?
A zaroéjeleket felbontva, majd R x R = 0 felhasznalasaval:
R x i — nd =0

|R—z|* |R—df

Az R vektor minden értékére ez csak ugy lehetséges, ha a szogletes zardjelben all6 vektor nullvektor. Mivel x és d

egyiranyu vektorok, ezért ennek feltétele:
T nd

[R—z>  |R—d]*

Szorozzunk be a nevezékkel, és fejtsiik ki az abszolutérték-négyzeteket:

z (R? —2Rd + d*) = nd (R*> - 2Rz + 2*) .

Atrendezve:
rR?* — ndR? + xd* — ndz? = 2(1 — n)(Rd)z.

Az egyenlet bal oldala nem fligg az R vektor irdnyatol, mig a jobb oldal igen. Ez az egyenl6ség csak gy allhat fenn
R tetszéleges irdnya esetén, ha n = 1, azaz az egyenlet mindkét oldala nulla. Ez azt jelenti, hogy a ,tiikorvezetékben”
foly6 aram ugyanakkora nagysagu, de ellentétes irdnyt, mint a valédi vezetében foly6 &dram.
Az n = 1 helyettesitéssel rovid szamolas utan végiil a kovetkezs eredményt kapjuk a tiikorvezeték helyzetére:
R2

d ;
x

azaz © = R/2 esetén d = 2R.

a) A cs6 belsejében a magneses mezst a valodi és a tiikorvezetek” altal keltett terek szuperpozicidjaként szamol-
hatjuk. Az egyenes dramjarta vezetékre hosszegységenként haté f Lorentz-erd kiszamitdsakor tehat a tiikdrvezeték
altal a valodi vezeték helyén keltett magneses teret kell figyelembe venniink:

pol  pol?

=1I1By=1- = .
! 2 2n(d—=x) 37R

Az er6 taszito jellegi, a vezeték ,igyekezne” a szupravezets cs6é kozepén elhelyezkedni.

b) A feladat sikbelisége miatt a cs6 belss és kiilss falan egyarant tengelyirdnyt aram folyik. A belss feliileten
foly6 aram vonalmenti stirtiségét az Ampére-féle gerjesztési torvénnyel hatarozhatjuk meg. Ehhez tekintsiik az A pont
kornyékén a 8. d@brdan lathato, téglalap alaka zart hurkot!

3. dbra

Ha a téglalap fallal parhuzamos oldala ¢ hosszisagt, akkor a gerjesztési torvény:
KBA = MOJA[,

hiszen a szupravezet§ anyagban a magneses indukcié értéke nulla. Ebbél a J4 vonalmenti Aramstirdség:

1
Ja=—Bg,
Ho

és hasonlo Osszefiiggés igaz a cs6 bels6 falanak barmely pontjara. Az A pontbeli indukciovektor nagysiga szuperpozi-
cioval kénnyen szamolhato a tiikdraram segitségével:
pol pol — pol

By = - = .
A7 9r(R+2z) 2n(R+d) 6nR




Az A pont kozelében tehat a csé belsé falan a vonalmenti aramstriiség:

I

Jy = ——.
A7 1R

A B pontbeli indukciévektor kiszamitasa egy fokkal nehezebb, mert itt By és By nem parhuzamos iranya vektorok.
A 3. dbran lathato a szog segitségével az eredd indukciovektor nagysaga:

. Ho
Bp = Bicosa — Bysina =

cosa — sin o
mry re
Felhasznalva, hogy 1 = R/ cosa, 73 = R/ sina:
I
Bp = /;Lﬂ_ (cos2 a — sin® a) .
A megjelend szogfiiggvényeket a 3. abra segitségével kifejezhetjiik:
R 2 . 1
cosa = siha = —.
NG

Ve
Ebbél végiil a B pontbeli indukcio:

3,[1401
B =
T
valamint a vonalmenti dramstiriség:
31
Jp=—.
T

¢) A cs6 bels6 feliiletén folyo arameloszlas onmagéban elegends ahhoz, hogy az indukciovonalak behatolasat a
szupravezetébe megakadélyozza. Ennek az dramnak a teljes erGssége éppen I, amint az konnyen belathatd, ha az
Ampére-torvényt a csé falaban futé korre alkalmazzuk. Ennek az dramnak (a cs§ véges mérete miatt) valahol vissza is
kell folynia, az pedig csak a cs6 kiilsé feliiletén lehetséges. A kiilsé feliileten foly6 dram eloszlasanak olyannak kell lennie,
hogy a cs6 faldban az indukci6 tovabbra is zérus maradjon. Ez gy lehetséges, hogy a kiilsé feliileten az drameloszlas
egyenletes, vonalmenti aramstrtseége I/(27R) .
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F3. a) A hatasfok definicidja alapjan kifejezhetjiik a bels6 Carnot-gép &ltal felvett és leadott Jy, =

W
hételjesitményt az n hatasfokkal és a gép altal leadott P = A mechanikai teljesitménnyel:

7Qm_Qh7Jm—Jh -
0= = =
Qh m —

v S|

P=Jn—n Jp=

Fourier hévezetési torvénye a meleg és a hideg oldalon igy irhato:
Jm = Iim(Tm — tm), Jh = Iih(th — Th) .

A hgaramokra kapott korabbi formulak, illetve a hévezetési egyenletek felhasznalasaval kifejezhetjiik a belsG ¢y, és ty
hémeérsékletet a kiilsé Ty, és 11, hémeérséklettel, a hatasfokkal, valamint a leadott mechanikai teljesitménnyel:

A belsé Carnot-gép hatasfokat a hétartalyok t,, és ¢t hémérsékletének ismeretében felirhatjuk, és igy Osszefiiggést
kapunk 7 és P kozott:

th Ty + —P(nl,;]n)
tm Tm — L2 7
NKm

ahonnan kifejezhet6 a keresett P(n) fiiggvény:




b) Ahogy noveljiik a gépbdl kivett P mechanikai teljesitményt, né a Jy, és Jy héaram is. Ha azonban ezek a
hsaramok til nagyok, akkor naggya valik a kiilsé és belsé hémérsékletek kozotti Ty, — ty, illetve t, — Ty, kiilonbség,
és a két bels6 hémérséklet kozel keriil egymaéshoz, ami az n hatasfok, illetve a P teljesitmény csdkkenéséhez vezet. Ez
alapjan lathato, hogy van egy optimalis n* hatasfok, ami mellett a leadott P mechanikai teljesitmény maximalis. A
P(n) fiiggvény maximumanal a derivalt zérus, tehat

KmFKh 1
Plp) = —=h 7 - Th| =0,
)= [ (1—n)? h}
ahonnan a keresett maximumbhely:
Th
NS Py
n T.

Erdekes, hogy az eredmény fiiggetlen a hévezetési tényezoktol, és ,csupan” a négyzetgyokjelben tér el a Carnot-gép
hatasfokatol.

F4. Vezessiink be egy koordinata-rendszert, melynek = tengelye a futdszalag sebességével azonos irany1, y tengelye
pedig a labda kezdd@sebességének irdnyaba mutat (4. dbra). Amikor a labda megérkezik a futdszalagra, tomegkozép-
pontjanak z irdnyd sebességkomponense zérus, y irdnyd sebessége pedig a kezdeti vy érték:

v(t=0)=0, vy(t=0)=1p.
A labda kezdetben csak az z irdnnyal parhuzamos tengely koriil forog, a szogsebesség-vektor y komponense tehat nulla:
wy(t=0)=0.

A futoszalagra érve a labdara az alland6 nagysagu S csuszasi sturloédasi erd kezd hatni a futdszalag sebességével
megegyezs irdnyban. A tovabbi mozgas soran a surlodasi er6 iranya mindig a labda legalsé pontjanak a futoszalaghoz
viszonyitott (relativ) sebességével ellentétes lesz.

4. dbra
A csiszasi surlodasi erd kezdetben x iranyban gyorsitja az m tomegd labda témegk6zéppontjat, igy annak gyorsu-
lasa:
S
a=—.
m

Mivel az S erének forgatényomatéka van a tomegkozéppontra nézve, az R sugard labda 8 szoggyorsulassal forogni
kezd az y irdnnyal parhuzamos tengely koriil a 4. abran feltiintetett irdnyban. A forgémozgés dinamikai egyenlete:

SR = ngzﬁ,

ahol felhasznaltuk, hogy a labda tehetetlenségi nyomatéka 2mR? /5. Ebbol meghatarozhaté a labda szoggyorsulasa:

B= .
mR

Latszik, hogy a surlédési er6 csak a sebesség x komponensét és a szogsebességvektor y komponensét valtoztatja
meg, a tomegkodzéppont y irdnya sebességkomponensére és az x tengellyel parhuzamos tengely koriili forgémozgésra
nincs hatassal. Ebb6l kdvetkezik, hogy a labda legals6 pontjanak futoszalaghoz viszonyitott relativ sebessége mindvégig
—x iranya marad. Azaz a labdara hato cstszasi strlodasi er6nek nem csak a nagysaga, de az irdnya is allando!

A labda szalagra érkezésének ¢t = 0 idGpillanatatol szamitva meghatarozhato, hogyan fiigg a tomegkdzéppont v, (t)
sebessége, valamint az w,(t) szogsebesség az id6tdl:

v (t) = at, wy(t) = Bt.

A labda ,poldalazd” csuszasa kozben v, (t) és wy(t) egyenletesen novekszik mindaddig, amig el nem 4all a labda tiszta
gordiilése. Tiszta gordiilésrél akkor beszélhetiink, ha a labda futészalaggal érintkezé pontjanak nyugvéd koordinata-
rendszerben mért sebessége megegyezik a szalag V' sebességével. Matematikailag megfogalmazva:

U (T) +wy(T)R=V,



ahol 7 a tiszta gordiilés bealltanak idépillanatat jeloli. A fenti egyenletbdl, valamint a szoggyorsulasra és a gyorsulésra

kapott korabbi eredményekbdl 7 kifejezhets:
_ 2mV

T = 75 .
A feladat kittizésében szerepel, hogy a strlodési egytitthato (és emiatt S is) igen nagy, igy 7 révid idStartam. Vagyis
a tiszta gordiilés sokkal hamarabb beéll, mint amennyi id6 alatt a labda atér a futészalag tulsé oldalara. A tiszta
gordiilés kialakulasatol kezdve a labda toémegkdzéppontjanak x irdnyt komponense allandé lesz, értéke:

A labda tehat az asztalhoz képest 2V/7 sebességgel egyenletesen mozog x irdnyban, igy mire atér a szalag tuloldalara,

2Vs
d=="
7’U0

utat tesz meg a szalaggal parhuzamosan, tehat ekkora mértékben tolédik el a pélyaja.
F5. a) Szamozzuk meg a femgdmbhéjak f6bb feliileteit a 5. dbra bal oldala szerint! A feladatbeli elrendezés elekt-

rosztatikus szempontbol modellezhets az 5. abra jobb oldalan lathato rendszerrel. A QQ1_4 tOltések rendre az 1-4.
feliileteken levs toltéseknek feleltethetGek meg.

5. dbra

A C kondenzator fegyverzeteinek toltése ugyanakkora nagysagi, de ellentétes elGjeli:

Q2= —Q3.

A C kondenzator kapacitasa igen nagy, hiszen a 2. és 3. feliiletek nagyon kozel vannak egymashoz. Ezért, ha véges
mennyiségi toltéssel rendelkezik a kondenzator, a fegyverzetek kozti fesziiltség elhanyagolhatéan kicsi marad, azaz
a 2. és 3. feliiletek lényegében ekvipotencidlisak. A veliik fémes kapcsolatban allo 1. és 4. feliiletek emiatt szintén
ekvipotencialisnak tekintheték. Igy az 5. abra jobb oldalan lathaté C kondenzatoron kiviil, de a gdmbhéjakon beliil az
elektromos térerGsség nulla, ami csak agy lehetséges, ha az 1. és 4. feliiletek toltése megegyezik:

Q1=0Qq.

Tehat a @1 és Q4 toltésekkel rendelkezd felgdmbok feliiletei Osszességében egy egyenletesen toltott gombfeliilet meg-
szokott gdmbszimmetrikus terét hozza létre a feliileteken kiviil, mig beliil a tér zérus.

Tudjuk tovabba, hogy a feladatban szerepld félgdmbhéjra Gsszesen @) toltést juttattunk, tehat fennall:

Qs +Q1=0Q.
A fémgdmb Ossztoltése viszont nulla, amelyet a
Q1+Q2=0
egyenlet fejez ki. A fenti egyenletrendszert megoldva a kdvetkezs toltésértékeket kapjuk:
_Q _Q
Ql - 2 ) QQ - 2 )
_Q _Q
Q3 - 2 ; Q4 = 2 .

Az eddigi eredmények alapjin kiszadmithatjuk az 5. abra bal oldalan lathato feliiletek toltésstrtségét. A feladatki-
tilizésben szerepls fémgomb 1. és 2. feliileteinek toltésstirtisége:

Y7 9rR?2 T 4xR®’ 2 ! ATRZ




Mig a félgombhéj kiilsG és belsé feliiletének egyiittes toltésstirisége:

e — Q3+ Q4 _ Q
= TorR? 2w R2

b) Ahhoz, hogy meghatarozzuk, mekkora erGvel hat egymasra a gomb és a félgombhéj, meg kellene hataroznunk,
mekkora Eg teret hozna létre a gombfeliileten levs toltéselrendezdés, ha a félgdmbhéj nem lenne ott. Ebben az Eg
térben helyekedik el ugyanis a félgémbhéj, amelyre a térrel ardnyos nagysagi Coulomb-erd hat.

Az E, tér meghatarozésa érdekében vizsgaljuk meg a térerdsséget félgdmbhéj anyaganak belsejében, vagyis a 3.
és a 4. feliilet kozott! Ismert, hogy fémek belsejében az elektromos térerGsség zérus, ez igaz a 3. és 4. feliilet kozotti
térrészben is. Itt a térerGsséget harom Osszetevs hatarozza meg az alabbi egyenlet szerint:

Eg+E3—E4=0,

ahol E; a fémgomb altal keltett, egyelSre ismeretlen térerdsség, Es a 3. felillet altal keltett tér, amely a 3. és 4.
felilletek kozt sugariranyban kifelé mutat, tovibba F4 a 4. feliilet jaruléka, amely sugaririnyban befelé mutat, igy
negativ elGjellel kell figyelembe venni.
A fenti egyenletbdl a kérdéses I térerdsség kifejezhetd:
Ey=Ei—FE3=2_2 9,
€0 €0

ahol felhasznaltuk azt a Gauss-torvénybdl kovetkezs tényt, hogy az E3 és Fy térerGsségek a 3. és 4. feliilet toltéssiiri-
ségeivel aranyosak. Mivel azonban o4 = 03, igy E, = 0. A polarizalt fémgémb tehat nem hoz létre elektromos teret a
felgobmbhéj helyén, igy a két test kozott nem 1ép fel erd!

F6. Gondolatban osszuk fel a bolygd légkorét koncentrikus, vékony gombhéjakra! Vizsgaljuk a fénysugarat, ahogy
o beesési szog alatt belép az r; sugart, dr = ro — r1 vastagsagu gombhéjba (6. dbra).

6. dbra

A gombhéj kiilss feliletén a torésmutatd n(ry)-r6l n(re)-re valtozik, igy a 81 torési sz0g a Snellius-Descartes—
torvénnyel szamolhato:
n(ry)sina; = n(re)sin f; .

A 1 szog kifejezhets azzal az oo beesési szoggel is, amely alatt a fénysugar az ro sugari gombhélyhoz ér:
p1=az—dp,

ahol de a sugér 6. abran lathato kis szogelfordulasa. A fenti két egyenlet, valamint a két sz0g Osszegének szinuszara

vonatkozé azonossag felhasznélasaval a kovetkezst kapjuk:

n(ry)sina; ~ n(rq)sinas (1 — dep cot as) .

Az &brarol leolvashatd még az r1 dp cot as = 11 — ro geometriai Osszefiiggés. Ennek segitségével megkapjuk a ,,g6mbi
Snellius-Descartes—torvényt:
n(ry)rysina; = n(rq)resinas .

Megjegyzés: Ez az egyenlet abbol a ténybdl is levezethets, hogy kdzeghataron a fény hullamszamvektoranak feliilettel par-
huzamos komponense nem valtozik meg, igy a fény (bolyg6 kozéppontjara vonatkoztatott) ,impulzusnyomatéka” allando.



a) A feladatban n(r) = noR/r, azaz a fény beesési szoge allandé marad a kozeghatérokon. Ez azt jelenti, hogy a
fénysugar palyajanak érintje allando, 90° — 6 szoget zar be a sugarral; a fény trajektoridja tehat logaritmikus spirdl.

b) A fény terjedési sebessége a bolygo kozéppontjatol r tavolsagra:

igy a sebesség radialis komponense —v(r) sin §. A felszin eléréséhez sziikséges id6t tehat a kdvetkezs integral adja meg:

R d R-de
t:/dt:/ ok /—T-
—ou(r)sinf  csinf r
R+ho R

Az integralast elvégezve végiil a kovetkez6 eredményt kapjuk:

TL()R 111R+h0 -~ noho
csinf R " csinf’

ahol az utolsé lépésben feltételeztiik, hogy ho < R.
c) Irjuk fel a ¢ szdg dy/dt valtozasi iitemét:

de  w(r)cosf  ccosd

dt r noR ’

amely allando. A feladat szovege szerint a radiuszvektor 2r N szoggel fordul el a felszin eléréséig (itt N egész szam),
a felszin eléréséig sziikséges ¢ id6t korabban meghataroztuk, igy:

2rN  ccos®

t TLQR '

A t-re kapott korabbi eredményt felhasznalva tan 6 kifejezhetd:

t9*11R+h0"’ 1@
Y= N"" R TuNR"

Megjegyzés. Természetesen akkor is az inditasi pont alatt éri el a lézersugar a bolygo felszinét, ha sugariranyban inditjuk
(0 = 90°). Formalisan megkapjuk ezt a megoldast is az N = 0 helyettesitéssel.
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