Anharmonikus rezgések periédusideje

Ha egy egyensilyi helyzetébdl kimozditott testet visszahiiz6 eré a Hooke-torvényt koveti, azaz a kitéréssel aranyos,
a test harmonikus rezgémozgast végez. Ennek egyik fontos jellegzetessége, hogy a rezgés ideje nem fiigg a kitérités
nagysagatol. A valésdgban azonban az er6torvény mindig csak bizonyos hatarok kozott, valamilyen kozelitésben tekint-
het6 linearisnak. Bizonyos esetekben ezek a hatarok lehetnek egészen tagak (pl. a direkt erre a célra készitett rugalmas
eszkozok esetén), maskor el kell fogadnunk, hogy a vizsgélt periodikus mozgas csak nagyon kicsiny amplitadé esetén
tekinthet6 harmonikusnak (ilyen pl. az inga mozgasa, és altalaban az Osszetett rendszerek egyenstuly koriili rezgései).
Ugy is mondhatjuk, hogy ezekben az esetekben a harmonikus kozelités csak az els kozelités, ami tovabb finomithato.
Az anharmonikus rezgések periddusideje mar nem fiiggetlen az amplitudotol, de az elsé korrekcio meglepGen konnyen
kiszamithato. A tovabbiakban ezt fogjuk bemutatni egy egyszerii, amde konnyen &ltalanosithato példéan.

ElGszor elevenitsiink fel néhany dolgot, amit a harmonikus rezgésekrél tudunk! Ha egy test mozgasat az

(1) ma = —Dx

mozgasegyenlet irja le (amelyben m a test tomege, a a gyorsulasa, = egy adott ponthoz viszonyitott kitérése és D egy
pozitiv allando), akkor ez a test harmonikus rezgémozgast végez. Erre jellemzs, hogy a kitérést, a mozgés sebességét
és a gyorsulast rendre az

(2) x = Asin (wot + ¢o),
(3) v = Awg cos (wot + ¢o),
és az

(4) a = —Aw} sin (wot + o)

fiiggvények adjak meg. Ezekben A a rezgés amplitudoja, az wy korfrekvenciawy = v/ D/m , a g szoget pedig a test t = 0
id6pontban elfoglalt helyzete hatérozza meg. A rezgés periddusideje To = 2m/wg. A késGbbiekben fontos Gsszefiiggés
lesz az energiamegmaradas torvénye, ezért érdemes felidézniink, hogy ha egy testet F'(z) = —Dux erd huz vissza, akkor
ezen erével szemben V(z) = Dx?/2 munkat kell végezniink, hogy a testet az origobol az 2 pozicioba vigyiik. (Ezt ugy
szoktuk mondani, hogy az F(z)-nek a V(z) a potencidlja. Azzal, hogy ez mit is jelent pontosan, a Fiiggelekben még
foglalkozunk.) Ennek segitségével az energia mérlegegyenlete:

1 1
(5) —mv? 4+ V(z) = = DA
2 2
Kovetkezs 1épésként egy anharmonikus esetet probalunk leirni. Bar nem minden egyensulyi helyzet szimmetrikus
(vagyis F(—z) = —F(z) tulajdonsagu erétorvénynek megfelels), mi most csak ilyet vizsgalunk, ezek koziil is a legegy-
szertibbet vessziik. Ebben a kitéritett testet visszahiuzo erdt egy harmadfoku kifejezés adja meg, tehat a mozgasegyenlet

(6) ma = F*(z) = —Dx — D*a3.

Itt D* elGjele nincs megkotve, és feltételezziik, hogy az anharmonikus D*x® tag az egész mozgas soran kicsiny az elGtte

D7

allohoz viszonyitva, azaz TA2 < 1. A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg, milyen mértékben valtoztatja meg ez a tag

a rezgésidét. Elgszor két egyszert, a harmonikushoz hasonlé kozelitéssel probalkozunk.

1) A harmonikus rezgés esetén amax = Aw?. Ennek analogidjara a (6) egyenletbél az

(7) w1 = woV/ 1+ bA2

érték adodik, ahol b= D*/D.
2) A harmonikus rezgés soran vmax = Aw. Kiindulhatunk ebbdl az osszefiiggésbdl is! Ahogy azt a Fiiggelékben
bemutatjuk, a (6) egyenletben szereplé F*(x) er6hoz tartozo potencial

1 1
V*(x) = §D$2 + ZD*:LA,

tehat az energiamegmaradas egyenlete most

1 1 1 1 1
8 —mv® + =D2® + -D*z* = —DA* + —~D*A".
(8) 5 + 5 D% + 1 5 + 1
A vpax sebességet ebbdl szamolva az

bA?

(9) wo = wot/ 1+ —



kifejezés adodik. Tanulsdgos megnézniink azokat a harmonikus potencidlokat, amelyekben az m tomegi prébatestiink
w1, illetve wo korfrekvenciaval rezegne. Ezek rendre

1 1
Vi(z) = 5D(1 +bA%)2® — ZD*A4

és

1 bA?

A potencidlokhoz tetszéleges konstansokat hozza lehet adni, ezek az energiamérlegbdl ugyis kiesnek. Mi most ugy
valasztottuk meg a potencidlis energiak nullpontjat, hogy

(10) Vi(£4) = V7 (£4) = Va(£4)

legyen. A harom potencial jellegét D* > 0 esetén az dbra mutatja.

Fontos észrevétel, hogy a széls6 (£ A) pontokban V; érintGje is megegyezik V*-éval, hiszen itt a potencialfiiggvény
meredeksége az erdvel, az pedig a test maximélis gyorsulasaval ardnyos, és V1 paraméterét éppen ugy valasztottuk meg,
hogy a test legnagyobb gyorsuldsa ugyanannyi legyen a két esetben. Ez nem igaz Va-re, de Vo és V™ érintik egymést
az origdban, ami a maximalis sebességek Osszehangoldsdnak kovetkezménye.

Wz)

Va

Jol latszik, hogy a —A < x < A szakaszon a V és V5 kozrefogja a V*-ot, pl. D* > 0 mellett
Vi(z) < V*(x) < Va(x), ha —A<z<A,

és a viszony pont forditott, ha D* < 0. Ugyanakkor (10) miatt

1 1 1
§mvf +Vi(z) = §mv2 +V*(z) = 5mv§ + Va(z),

tehat a palya barmely adott pontjaban D* > 0 mellett
v1] = [o] = [v2],

aminek egyenes kovetkezménye, hogy a tényleges rezgésidére fennall, hogy

2 2
n="cr<t==" ha D*>0,
w1 w2

és a sorrend pont forditott az ellenkezs esetben:
T, >T > To, ha D* <0.

Joggal vetddik fel, hogy most melyik érték &ll kdzelebb a valodihoz. Az a meglepd valasz, hogy a kettd szamtani
kozepe, vagyis

NT1+T2

(11) T .

mindkettonél sokkal jobb kozelités. A tovabbiakban ezt fogjuk bemutatni, és becslést adunk (11) pontossagéra is.

A rezgésids kiszamitasara kézenfekvonek tiinik, hogy a (—A,+A) szakaszt kicsiny Awx; szakaszokra osztjuk, és
felosszegezziik azokat a At; idGket, amelyek a kis szakaszok megtételéhez kellenek:

T:2ZAti:QZAfi.




(Az ehhez sziikséges sebességeket az energiamegmaradasbol szamithatjuk ki.) Ezzel azonban vigyaznunk kell, mert
a széls6 helyzetekhez kozeledve a test nagyon lelassul, nagyon kicsiny sebességértékek keriilnek a nevezdbe, és iigyes-
kedniink kell, hogy az 0sszeg értékét kell6 pontossédggal tudjuk meghatarozni. Szerencsére ezt a probléméat meg tudjuk
keriilni, ha figyelembe vessziik, hogy a rezgés mégiscsak egy periodikus mozgas, azaz a kitérés megadhat6 az

x(t) = Asin(t)
alakban. Itt ¢(t) az id6 monoton névekeds fiiggvénye, és a mozgas periodikussagat az fejezi ki, hogy
ot +T)=p(t) + 2m,
de olyan szimmetrikus rezgés esetén, mint amit most vizsgalunk, az ennél szigorubb
et +T/2)=pl)+

feltétel is teljesiil. A p(t) novekedési iitemét egy pillanatnyi szogsebességgel lehet megadni. Ennek definicioja a pilla-
natnyi sebesség analoégidjara ( ) ®
Ap  ot+At) —p(t

wlt) = Jy = At ’

(Ezt ugy kell érteniink, hogy mikozben At-nek egyre kisebb értékeket valasztunk, akdzben a szamlalo is egyre kisebb

lesz, a kett$ hanyadosa viszont egy konkrét értékhez kozeledik. Ahogy az ut—idé grafikon érintGjének a meredeksége

a pillanatnyi sebesség, ugy a o(t) grafikon érintéjének a meredeksége az w(t) pillanatnyi szogsebesség.) A rezgés

(At — 0).

) Az Asin(p+ Ap) — Asing Asinchosw— (1 — cos Ayp) sin p

v = — = = .
At At At

Mivel kicsi A esetén sin Ap =~ A, tovabba

1 — cos (Ap) = 2sin? (Ap/2) ~ (Ap)?/2,
a sebességet megadd képletben a szamlalo masodik tagja joval kisebb, mint az elsd, ezért elhagyhato, a maradék pedig a
(12) v(t) = Aw(t) cos p(t)

kifejezést adja. Ez nagyon hasonlit a harmonikus rezgés sebességére, de vigyazzunk, az analdgia nem teljes, mert
a gyorsulas

a(t) # —Aw?(t) sin p(t).
Ahogy a v sebesség, ugy az w pillanatnyi szogsebesség is kifejezhets az energiamegmaradas (8) egyenlete segitsé-

gével. Az ebbdl adddo
24 2
v:wo\/(A2 _2?) (1+ Mf—m)

kifejezésbdl egyszert behelyettesitéssel kapjuk, hogy

w(t) = wo\/l + bAZ(1 +;in2 #(t)) _

Vegyiik észre, hogy a szogsebesség az id6tél csak a ¢-n keresztiil fiigg, tehat nyugodtan irhatjuk, hogy

bA2(1 4 sin?
w(sp) = CUO\/l + M

2

Most mar fel tudjuk irni a rezgésidét olyan Gsszeg formajiban, amely esetében nem kell attédl tartanunk, hogy
a nevezlbe eltting mennyiség keriil. Ha a 27 tartoményt kicsiny Ag; szakaszokra osztjuk, és ¢;-nek a megfelel§
szakasz egy pontjat (mondjuk a felezGpontjat) valasztjuk, akkor az adott szakasz ,megtételéhez” sziikséges id6 At; ~

Ap;/w(p;), azaz
. ~1/2
Ap; Ap; ( bAZ(1 4+ sin? cpi))
=3 =) 14 .
7 w(ps) — Wo 2

Az Gsszegrés (integral) kell6 matematikai felkésziiltséggel egzakt modon is elvégezhetd, de mi most sokkal kevesebbel
is beérjiik: megelégsziink azzal, hogy kiszamitsuk a T-hez a bA? paraméterben legalacsonyabb rendd korrekciot. Ezt
a megfelels /(1 +y) ~1+y/26és (1+y) " ~ 1 — y kozelitésekkel atalakitott

Ap; bA%(1 + sin” ;)
T~ ; wo <1 B 4




1—-cos2
% helyettesités utan

Ay; 3 1
T~ S (11— SbA% + ZbA%cos2¢; ) .
Z =0 < 3 +8 Cos gp)

formula adja meg, ami a sin? ¢ =

i

Lathato, hogy a zéardjelben a harmadik tag az dsszegzésben nullat ad (mert ugyanannyi a pozitiv és a negativ jarulék),
a tobbi pedig egyszertien szorzédik az intervallum 27 hosszéval, igy

(13) 7~ 2" <1—-§bA?> _iH)<1—-§bA2>.

wWo

%

Osszehasonlitasképpen T és b ugyanilyen pontossaggal (ugyanazon V1i+y
~14y/26 (1+y) ' ~ 1 —y kozelitéseket alkalmazva):

_ 1o ~ Lo
(14) T = NiEnyT ~ Ty (1 2bA ) ,
illetve
B To N 1. 5
(15) T = T 022 ~ Ty (1 4bA ) ,

tehat valoban fennall, hogy nagyon jo kozelitéssel

i+ T

(16) T 5

Szélnunk kell még az eredményiink pontossagarol. Szamolasainkban az egyhez képest kis paraméter a bA? mennyi-
ség. Ahogy azt a Fiiggelékben bemutatjuk, az alkalmazott formuldk az ott y-nal jeldlt kis paraméterben els6 rendig
pontosak, az elhanyagolt tagok koziil a legnagyobb y? nagysagrendi. Esetiinkben ez azt jelenti, hogy az eredmeényiink

hibdja kb. (bA2)%. Ezt tgy szoktuk jelslni, hogy

T+ T

(17) T :

+0(4Y),

ahol az (’)(A4) (olvasd: ordé A a negyediken) olyan — pontosabban, szdmszertien nem részletezett — tagokat jelent,
amelyek legfeljebb A* nagysagrendtiek. (Az ordo latin szo, jelentése: rend.) Ezekben természetesen az A kiilonbozo
hatvanyai mellett olyan (A-t6l fliggetlen) szorzotényezsk allnak, amelyekkel egyiitt minden tag ugyanolyan dimenzioja,
de ezek az egyiitthatok minden konkrét feladatban adottak, tehat a nagysagrendet maga az A hatvanykitevGje hata-
rozza meg. Osszefﬁggésﬁnk ebben a forméaban altalanosnak tekintheté minden szimmetrikus anharmonikus rezgésre.
Gondoljuk csak meg, ha az er6hoz hozzaadunk egy z°-nel (azaz a potencialhoz egy :Eﬁ—nal) aranyos tagot, attol még
a szamolds ugyanigy elvégezhets, és arra az eredményre vezet, hogy a T, Ty és Ty csak A? nagysagrendd tagokkal
moédosul. Nem né a korrekciok nagysagrendje akkor sem, ha az er6hoz (potencialhoz) tovabbi, még gyorsabban eltiing
tagokat adunk, tehéat ezek a (17) Osszefiiggés tartalméat mar nem véltoztatjak meg.

Megjegyzés. A leirt eljaras pontossaganak érzékeltetésére tekintsiink egy konkrét példat! Legyen mondjuk D = 0,1 N/cm
és D* = 107" N/cms, vagyis b = 107% cm™2. Ha a rezgés amplitidoja A = 10 cm, akkor bA® = 0,1. Ez annyit jelent, hogy
a legnagyobb kitérésnél az eré képletében az anharmonikus tag 10-szer kisebb, mint a Hooke-térvénynek megfelel6 harmonikus
tag. A rezgs test m tomege meghatarozza a nagyon kicsi kitérésekhez tartozé Ty rezgésidst, ennek szamszerd értékére a relativ
eltérések szamitasanal nincs sziikségiink.

A (14), (15) és (16) osszefiiggéseknek megfelelGen a harmonikus mozgéassal kozelitett rezgések periodusideje:

T = \/%_071 To = 0,9535 Tb,

1
To= —— Ty = 0,9759 Tp,
2T /Tr0,05 " 0

és ezek szamtani kozepe
Tist1ag = 0,9647 Tp.

2
Masrészt az w(p) = %\/1 +0,05(1 + sin? ) fiiggvény reciprokanak integralasaval (pl. a www.wolframalpha.com segitségével)
0

megkaphatjuk az anharmonikus rezgések ,pontos” periddusidejét:

T / ol do Ty [* ! de = 0,9645 T,
- — dpo=2=0 -0, .
o w(p) 2 Jo /140,051 4 sin? )

Ezekb6l a szamokbol leolvashato, hogy 71 és a pontos érték relativ eltérése —1,14%, ugyanez T>-nél +1,18%, mig az atlagolt
kozelit6 rezgésidére a relativ eltérés mindossze 2 - 107



Fiiggelék

1. Erdk és potencialok egy dimenziéban

Ha egy esetben az erd kizarolag a helytdl fiigg (azaz nem fiigg pl. a mozgasallapottol), tehat F = F(z), akkor
ebben a rendszerben definidlhaté a V(x) helyzeti energia, méas néven potenciélis energia, vagy egyszertien potencial.
Ez a fizikai mennyiség megegyezik azzal a munkaval, amit az F(x) ellenében kell végezniink, ha a testet egy elére
kivalasztott xo pontbol az = pontba vissziik. A kiszamitasdhoz az (x,xo) szakaszt x; osztopontokkal olyan kicsiny
szakaszokra vagjuk, hogy azokban az erd egy-egy szakaszon beliil mar allandénak veheté legyen, és a potencialt a

(F.1) V(z)=> —F(z})Ax

osszeg adja meg. Itt az x} a Ax; = (x;41 — x;) eljeles (iranyitott) szakasz egy pontja. Nyilvan, ha az a koordinataju
pontbol vissziik a testet a b koordinataja pontba, akkor W(b,a) = V(b) — V(a) munkat kell végezniink. Jol latszik,
hogy a V(x)-hez hozzdadhatunk egy tetszéleges z-fliggetlen értéket, mert az az energiavaltozasbol ugyis kiesik. Azt is
konnyen belathatjuk, hogy ha az ered6 erét tobb er6 Osszege adja meg, az eredd potencidl az egyes er6khoz tartozod
potencidlok Gsszege lesz. A potencial konstrukciojabol kovetkezik, hogy

V(z+ Azx) —V(z)
B Az ’
ha Az nagyon kicsi. (A differencialszamitasban jartasak felismerik: F(x) a —V (z) fliggvény derivaltja.)
Ennek alapjan pl. kénnyen belathato, hogy ha az er6 F = —ka?® alaki, akkor a hozza tartozo potencial V = (kx4)/4
szerint fiigg az z-t6l:

(F.2) F(z) =

Ee+An)' —at koo 2 2 3
(Ezt a kifejezést a binomiélis tétel alkalmazasaval kaptuk.) Ha Az-et egyre kisebbnek (,végtelenil kicsinek”) valasztjuk,
a zarojelben csak az elsé tag marad véges, tehat az eré valoban —ka>.

Megjegyzés. A fenti megfontolas (miszerint az er6fiiggvény mindig egy potencialfiiggvénybdl szarmaztathato derivalassal) csak
egydimenzios er6tereknél érvényes. Két- vagy haromdimenzios erétereknél (ha azok ,nem konzervativak”, més naven: 6rvényesek)
el6fordulhat, hogy potencialfiiggvény nem létezik.

2. Két kozelits formula és ezek pontossaga

2/1. A geometriai sor Osszegképlete szerint |y| < 1 esetén

1 o0
- —1)"ym.
T+ nz:%( )y

Ha |y| < 1, az egymast kovets tagok lényegesen kisebbek, mint a megel6z6 tag. Akkor, ha valahol Jevagjuk” az Gsszeget,
az ezzel elkdvetett hiba nagysagrendje azonos az elsg elhanyagolt tag nagysagrendjével. Igy az

1
F.3 — 1
(F.3) Ty y
kozelités hibaja y> nagysagrendd. Fontos megjegyezniink, hogy itt a nagysagrend nem egyszerten azt jelenti, hogy
,hagyjabol akkora (jelen esetben: olyan kicsi), mint”, hanem — fliggvényrol lévén sz6 — azt is, hogy ,koriilbelil ugy
viselkedik, mint”. Esetiinkben a hiba pontosan y2/(1 + ), de mivel kicsi y esetén az 1/(1 + y) lassan véltozik, a hiba
viselkedésének a jellegét is az y hatvanykitevGje hatarozza meg.

2/2. Egy masik kozelité képlet, amit gyakran hasznalunk, a /1 + y-re vonatkozik. Itt a kovetkezs atalakitassal
éliink:

(F. 4) \/ﬁ_\/(ug)z_(%)?_(H%) w2y

(L+y/2)*

Latni valo, hogy gyok alatt egy ugyanolyan tipusu kifejezés (az egy mellett egy kicsi tag) szerepel, mint a kiindulo
kifejezésben, raadasul ez kozelebb van az egyhez, mint az eredeti. Igy az eljaras akarhanyszor megismételhets, ezzel
egyre tObb tényezs hozhato ki a gyok aldl gy, hogy kézben az ott maradoé kifejezés egyre jobban megkozeliti az egyet.
Mi most nem ezt az utat valasztjuk, hanem megelégsziink azzal, hogy megbecsiiljiik a

(F.5) \/1—|—yz1—|—%

els6 kozelités hibajat. Ez

y B (y/2)?
(Hi) ~Vity= A+y/2)+vIty

Ha most |y| < 1, a jobb oldal nevezGje egy 2-hoz kozeli szam, vagyis (F.5) hibaja is y? nagysagrendi.
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