AZ ISKOLARADIO MATEMATIKA SZAKKORE

A legkozelebbi adasunk 1977. mdjus 23dn (hétfén) a 8. misorban hangzik el 15.80-16.00 drdig. Cime: A nagy
szdmok torvénye és kévetkezményer.

Ezzel az adassal egy négy részes sorozat zarul. Az el6z6 adasok cime (és idSpontja, valamint KOMAL-beli helye)
a kovetkezd volt: Vélasszuk a valoszintbbet (II. 28.-54. kotet 1. szam, 26-29. old.), Fogadjunk (III. 28.-54. kotet 2.
szam, 75-77. old.). Mikor igazsagos egy jatek? (IV. 25.-54. kotet 3. szam, 121-124. old.)

Markov és Csebisev egyenlGtlensége

A szamok tetszGleges Osszességét szamcsoportnak neveztiik. A € szamcsoport varhato értékét E(£)-vel, szoréasat
D(&)-vel jeloltiik, G(¢ € H) jelolte € H-hoz tartozé elemeinek a szaméat, G(€) pedig & Osszes elemének a szamat.

Tétel. Legyen & tetszbleges szamcesoport, csak annyit tegyiink fel, hogy & elemei nem negativak, és legyen A tetsz6-
leges pozitiv szam, akkor

G(E 2 A) < LOOBE)

Bizonyitds. Jeloljik n-val azt a szdmcsoportot, amelyet £-b6l tgy kapunk, hogy elhagyjuk az elemek koziil az A-nal
kisebbeket, és jeloljiik e két szamcsoport elemeinek az Gsszegét S(€)-vel, S(n)-val. Mivel feltevésiink szerint £ elemei
nem negativak, nem negativ a &-b6l n-ba at nem keriilt szdmok Osszege is, tehat

S(&) = S(n).
Ez utobbi viszont legalabb AG(n), hiszen n-ban nincs A-nél kisebb elem. Mivel G(n) = G(¢ > A), ez azt jelenti, hogy
S(6) 2 AG(E 2 A).

Ebbdl viszont E(€) = S(£)/G(£) miatt mar kovetkezik a bizonyitandd, Markovtol szarmazé egyenlStlenség.

Tétel. Legyen & tetszbleges szdmcsoport, és legyen ¢ tetszbleges pozitiv szam, akkor

1
G(lE - B(©)] 2 &) £ 5GED()
Bizonyitds. Alkalmazzuk Markov egyenlGtlenségét az

n= (€ - E©)’

szamcsoportra. Ennek az elemeit ugy kapjuk meg £ elemeibdl, hogy mindegyikbdl levonunk E(£)-t, és a kiilonbségeket
rendre négyzetre emeljiik. Az 1 szamcsoportnak nyilvan ugyanannyi eleme van, mint £-nek, és n varhato értéke nem
més, mint & szoérasnégyzete:

G(n) =G(),  E(n) =D*().
Igy Markov egyenlétlenségébsl kovetkezik, hogy

Glle ~ B©)] 2 2) = Ol 2 ) 2 LG EM) = CEDE),

ami épp a bizonyitandé, Csebisevtdl szarmazoé egyenlStlenség.
A nagy szamok toérvénye és kovetkezményei

Tétel. Legyenek a &1, &a, ..., &, ... szdmcesoportok azonosak, és legyen ¢ tetszbleges pozitiv szam, akkor van olyan
N, hogy minden n > N mellett
1 n
> 5) <eG (521&) .
i=

1 n
Bizonyitds. Jeloljik az —Z& szdmcsoportot 7,-nel. Ezt tehat tgy kapjuk meg, hogy osszeadjuk a &1, &, ...,
n
i=1
&, szamcsoportokat, és a kapott szamcsoport minden elemét elosztjuk n-nel. El6z6 adasunkban belattuk, hogy szam-
csoportok Osszegének varhato értéke és szorasnégyzete a tagok varhato értékének, illetve szorasnégyzetének Osszege.

Emiatt

n

L > &—E(&)

G(
n-
i=1

E(fl +&+...+& = nE(gl),
D*(& + & + ...+ &) =nD*(&).



Ha egy szamcsoport elemeit elosztjuk n-nel, az Gj szamcsoport varhaté értéke is, szérasa is az eredeti n-ed része lesz,
tehat

)= B@), D) = -DX(&).

Igy Csebisev egyenlGtlensége szerint

G(lm — E(&) z¢) <

ez pedig kisebb lesz eG(n,,)-nél, ha
1
n > €_3D2 (51)5

1
tehat N = §D2(§1) mellett teljesiil a tételben szerepls egyenlGtlenség.
Ha példaul a & = {0, 1, 2, 3, 4, 5} szamcsoportbol indulunk ki, az

szamcesoport elemeit (ahol &; azonos &1-gyel) ugy is megkaphatjuk, hogy meghatarozzuk a
pn(z) =1 +z4+ 22+ 23+ 2t 425"

polinom egyiitthatoit. Kénnyen lathatoé ugyanis, hagy s,-ben a j szdm pontosan annyiszor fordul el§, mint amennyi
pn-ben 27 egyiitthatoja. A mellékelt 1. tablazatban megadjuk néhany n és j mellett a megfelels egyiitthatokat. Hatva-
nyozas kozben azt tapasztaljuk, hogy adott n esetén a nagyobb egyiitthatok egy bizonyos x hatvany koriil helyezkednek
el, és ez a ,stirtsodési hely” egyenletes sebességgel halad elére ahogy n né. Igy van ez, akarmilyen mas,

egészegylitthatds polinombdl indulunk is ki, és a stirtisodési hely vandorlési sebessége csak annak a £; szdmcsoportnak
a varhato értékétdl fiigg, amelyben az ¢ szdm a;-szer fordul eld, hiszen tételiink szerint az n-edik hatvany strsodési
helye éppen nE(&).

Joggal vetddik fel ezek utan a kérdés, mi kéze mindennek a véletlen szamokhoz? Hat az, hogy ha egy kocka lapjaira
a 0,1, 2,3, 4, 5 szamokat irjuk, és a kockat sokszor feldobjuk, akkor a dobott szamok atlaga egyre kozelebb lesz
¢=1{0, 1, 2, 3, 4, 5} szamcsoport varhato értékéhez, 2,5-hez. Vagy ha n dobasban megszamoljuk a dobott szamok
k6zott mondjuk a parosak szamat, és a kapott szamot elosztjuk n-nel, a hanyados (a paros szamok ,relativ gyakorisaga”)
tart a G(& péaros)/G(€) hanyadoshoz. Szokas ennek alapjan tetszoleges £ szamcsoport és a valos szamok tetsz6leges
H részhalmaza mellett a G(¢§ € H)/(G(€)) hanyadost a £ € H esemény valoszintiségének nevezni, és ezt a hanyadost
P(& € H)-val jelolni:
G eH)

G(&)

Konnyen lathato, hogy tételiink azt jelenti, hogy a & szamcsoport altal generalt véletlen szdm elég hosszi &, realiza-
civjaban a G(&, € H)/G(&,,) relativ gyakorisag kozel lesz a P(§ € H) valoszintiséghez.

Oriilnénk azonban, ha az érzékeny fiild olvaso hitetlenkedve fogadna mindezt. Hiszen tételiink csak szamcsoportok-
16l szo6l, és nem véletlen szamokrol. Mi tudjuk, hogyan kell véletlen szdmokat 6sszeadni. Kérdés, hogy a véletlen szamok
tudjék-e ezt. Nem tudjuk, hogy a szdmcsoportok dltalunk adott definicioja megfelel-e a véletlen szamok Gsszegezési
szabalyanak. Igen is, meg nem is.

Igyekeztiink a definiciénkat tgy kialakitani, hogy kozben allandéan a véletlen szamokra gondoltunk. Egy dolog-
rél azonban nem szabad megfeledkezniink: mi hallgatélagosan mindig feltettiik, hogy a véletlen szdmot valamilyen
szerkezet, berendezés, eljaras allitja elS, ez az apparatus akdrhany szamot el§ tud &llitani, és az egyes szdmok nem
befolyasoljak egymast. A valoszindségszamitasban ezt tgy mondjak, hogy az egyes szamok fiiggetlenek és egyforma
eloszlasuak. Végiil is azt kaptuk tehat, hogy annak, hogy a tételiink véletlen szamokra is igaz legyen, épp az a feltétele,
hogy a véletlen szamok tugy viselkedjenek, mint a szamcsoportok.

P eH)=

A centralis hatareloszlastétel

Tétel. Legyenek a &5, &a, ..., &, ... szAmcesoportok azonosak, és jeloljik az

T = Z?:1 & — ”E(gl)
" VvnD(&1)

szamcesoport eloszlasfiiggvényét F,(x)-szel. Akkor az {F,(z), n =1, 2, ...} sorozat tetsz6leges = mellett konvergal,
és a hatarértéke az eredeti & szamcsoport eloszlasatol fiiggetlen &(z) szam.




Ez a tétel Gausstol szarmazik, a @(x) eloszlasfiiggvényt Gauss vagy normaélis eloszlasnak nevezik.

Tulajdonképpen nem volna lehetetlen ezt a tételt ismereteink alapjan bebizonyitani, erre itt lényegében csak hely
(és 1d6) hidny miatt nem keriil sor. A & =0, 1, 2, 3, 4, 5 szamcsoport mellett az Fi4(x) fliggvény néhany értékét
a megfelels &(z) szamokkal a mellékelt 1. tablazatban mutatjuk be. Javasoljuk az olvasonak, hogy tetszGlegesen
valasztott & szamcsoportbol kiindulva allitsa el6 az F), (x) eloszlasfiiggvényeket, tapasztalni fogja tételiink helyességét.
Mi a mellékelt abran a & = {0, 1, 2} szamcsoport esetében a szemléletesség kedvéért maganak a (& + & + ...+ &)
Osszegnek mutatjuk be az eloszlasfiiggvényét néhany n-re.
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A kittizott feladatok megoldasa

1. feladat. A mesterségesen elGidézett intelligencia romlasdnak a sebessége egyenes aranyban van a noévekedés
mennyiségével.
2. feladat. A nyolctalalatos szelvény: x, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 1. (A mellékelt 2. tablazatban megadjuk a szoban forgod
valtozok néhany értékének a valoszintiségét.)
3. feladat. A regresszi6 egyenes egyenlete: y = 0,52 + 80,5. (Altalidban y = b(z — T) + 7 ahol b = Z(yl —7)(z; —
i=1

M=

)/

) (2 —)°).

1
4. feladat. A mellékelt 3. tablazatban megadjuk a szoban forgd valtozok eloszlasfiiggvényét.
5-6. feladat. Megoldéasukat késébb kozoljiik.

1. tdblazat
(1+ 2+ 2% + 23 + 2* + 2°) hatvanyai és a normalis eloszlas



j 1 2 3 4 7 14 Zj F14(Ij) @(Ij)

011 1 1 1 1

11112 3 4 7 14

21113 6| 10 28 105

311|410 20 84 560

411|515 35 210 2 380

511621 | 56 462 8 568

6 5125 | 80 917 27 118

7 4|27 | 104 | 1667 77 324

8 3|27 | 125 2 807 202 020

9 2| 25| 140 | 4417 489 580
10 1] 21| 146 6 538 1 110 746
11 15 | 140 | 9 142 2376 192 | —3,677 | 0,0001 | 0,0001
12 10 | 125 | 12 117 4 820 543 | —3,521 | 0,0001 | 0,0002
13 6 | 104 | 15 267 9 316 594 | —3,365 | 0,0002 | 0,0004
14 3| 80| 18 327 17 218 995 | —3,208 | 0,0005 | 0,0007
15 1 56 | 20 993 30 529 240 | —3,051 | 0,0008 | 0,0011
16 35 | 22 967 92 063 571 | —2,895 | 0,0015 | 0,0019
17 20 | 24 017 85593 522 | —2,738 | 0,0026 | 0,0031
18 10 | 24 017 135917 523 | —2,582 | 0,0043 | 0,0049
19 4122967 | 208814424 | —2,426 | 0,0070 | 0,0076
20 1| 20993 310 829 610 | —2,269 | 0,0110 | 0,0116
21 18327 | 448 854 900 | —2,113 | 0,0167 | 0,0173
22 15 267 629 486 676 | —1,956 | 0,0247 | 0,0253
23 12 117 858 182 052 | —1,800 | 0,0357 | 0,0359
24 9142 | 1138 276 503 | —1,643 | 0,0502 | 0,0502
25 6 538 | 1469 971 230 | —1,487 | 0,0690 | 0,0685
26 4417 | 1849 435329 | —1,330 | 0,0926 | 0,0918
27 2 807 | 2268 186 480 | —1,174 | 0,1215 | 0,1201
28 1667 | 2712 905 781 | —1,017 | 0,1561 | 0,1546
29 917 | 3 165 803 382 | —0,861 | 0,1965 | 0,1947
30 426 | 3605 583 723 | —0,704 | 0,2425 | 0,2408
31 210 | 4 008 970 980 | —0,548 | 0,2937 | 0,2919
32 84 | 4 352 660 949 | —0,391 | 0,3492 | 0,3479
33 28 | 4615 482690 | —0,235 | 0,4081 | 0,4071
34 7| 4780499 451 | —0,078 | 0,4691 | 0,4689
35 1| 4836766584 | —0,078 | 0,5309 | 0,5311

2. tdblazat

A januéari betttoto valtozoinak az eloszlasa (a lottoOsszeg lehetséges értékeit 10-zel osztottuk, a megfelels
valoszintiségeket 10-zel szoroztuk)



Szam | Erme | Toté | Kartya | Kocka | Lottd | Lottd- | Kocka- | Tiszta
Gsszeg | Gsszeg fej
0 | 0,000 | 0,003 | 0,013 | 0,194 — — — 0,000
110,000 | 0,024 | 0,080 | 0,349 | 0,056 — — 0,010
2| 0,000 | 0,078 | 0,206 | 0,279 | 0,053 | 0,000 — 0,203
30,001 | 0,156 | 0,286 | 0,130 | 0,051 | 0,000 — 0,309
4 | 0,005 | 0,214 | 0,239 | 0,039 | 0,048 | 0,000 — 0,228
51 0,015 | 0,214 | 0,125 | 0,008 | 0,046 | 0,000 | 0,000 | 0,128
6 | 0,037 | 0,160 | 0,042 | 0,001 | 0,044 | 0,001 | 0,001 | 0,064
710,074 | 0,092 | 0,009 | 0,000 | 0,042 | 0,001 | 0,002 | 0,031
8 | 0,120 | 0,040 | 0,001 | 0,000 | 0,040 | 0,002 | 0,005 | 0,015
90,160 | 0,013 | 0,000 | 0,000 | 0,038 | 0,004 | 0,009 | 0,007
10 | 0,176 | 0,003 | 0,000 — 0,036 | 0,006 | 0,016 | 0,003
11 | 0,160 | 0,001 | 0,000 — 0,034 | 0,009 | 0,026 | 0,001
12 | 0,120 | 0,000 | 0,000 — 0,032 | 0,012 | 0,039 | 0,001
13 | 0,074 | 0,000 | 0,000 — 0,031 | 0,017 | 0,054 | 0,000
14 | 0,037 | 0,000 — — 0,029 | 0,023 | 0,069 | 0,000
15 | 0,015 — — — 0,028 | 0,029 | 0,084 | 0,000
16 | 0,005 — — — 0,026 | 0,036 | 0,095 | 0,000
17 | 0,001 — — — 0,025 | 0,043 | 0,100 | 0,000
18 | 0,000 — — — 0,023 | 0,050 | 0,100 | 0,000
19 | 0,000 — — — 0,022 | 0,056 | 0,095 | 0,000
20 | 0,000 — — — 0,021 | 0,061 | 0,084 | 0,000
21 — — — — 0,020 | 0,065 | 0,069 —
22 — — — — 0,019 | 0,068 | 0,054 —
23 — — — — 0,017 | 0,068 | 0,039 —

3. tdbldzat
Kilenc kockan dobott piros lapok szamaéanak az eloszlasa, ha egy kockan k piros lap van

Legfeljebb | k=0 | k=1 | k=2 | k=3 | k=4 |k=5|k=6
0 1,000 | 0,194 | 0,026 | 0,002 | 0,000 | 0,000 | 0,000
1,000 | 0,543 | 0,143 | 0,020 | 0,001 | 0,000 | 0,000
1,000 | 0,822 | 0,377 | 0,090 | 0,008 | 0,000 | 0,000
1,000 | 0,952 | 0,650 | 0,254 | 0,042 | 0,001 | 0,000
1,000 | 0,991 | 0,855 | 0,500 | 0,145 | 0,009 | 0,000
1,000 | 0,999 | 0,958 | 0,746 | 0,350 | 0,048 | 0,000
1,000 | 1,000 | 0,992 | 0,910 | 0,623 | 0,178 | 0,000
1,000 | 1,000 | 0,999 | 0,980 | 0,857 | 0,457 | 0,000
1,000 | 1,000 | 1,000 | 0,998 | 0,974 | 0,806 | 0,000
1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
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Sorozatunk készitsi

Sorozatunk négy iskoldban késziilt a kovetkezs tanulok és tandrok részvételével.

Berzsenyi D. Gimnazium. Tanulok: Cseh Tibor, Horvath Zoltan, Iring Zoltan, Karsai Ferenc, Klebercz Attila,
Kormos Maria, Korom Melinda, Kévari Klara, Radacsy Katalin, Szathméari Gyorgy. Tanarok: Simon Judit és Nemetz
Tibor

Dézsa Gy. Gimnazium. Tanulok: Bodrog Beata, Bubcsé Gabor, Galambos Sandor, Grof Jolan, Karikas Agnes,
Kovesdi Kinga, Zeibig Karoly. Tanarok: Tusnady Gaborné és Tusnady Gabor.

Moricz Zs. Gimnazium. Tanulék: Bach Judit, Bacsé Piroska, Bajnok Béla, Butyka Beéta, Fazekas Eszter, Gy6rbiro
Bea, Karady Zoltan, Kiss Péter, Klim6 Gabor, Kovécs Istvan, Molnar Géza, Papp Lészlo, Péter Katalin, Solt Gébor,
Schindele Miklés, Szentivanyi Arpad, Toth Zoltan, Varga Laszlo, Venczel Gyorgy, Zimonyi Ferenc, Zsary Aniké. Tanar:
Némethy Katalin.

Radnoéti M. Gimnéazium. Tanulok: Abraham Erzsébet, Balazs Péter, Balogh Agnes, Farkas Miklos, Galanfi Klara,
Gal Robert, Ganczer Sandor, Greschik Gyula, Hank6 Zsuzsa, Héder Barna, Kapus Andréas, Koncz Karoly, Konrad
Zoltan, Prazsak Gabriella, Papp Janos, Ungar Katalin, Vali Ruth, Varga Zsolt, Zimanyi Krisztina. Tanarok: Gabos
Adél, Bognar Janosné.



