A koronavirus vildgjarvannyéa szélesedése bizonyara felkeltette a KoMalL olvasoinak érdeklgdését a jarvinymodellek
irant. Ez az iras nekik szol: a legelterjedtebb (an. SIR-féle) jarvanymodellt mutatjuk be. Bonyolultsaga miatt mégis le
kell mondanunk a koronavirus terjedésének valodi modellezésérdl, tehat csak bevezetésre szamitson az Olvaso.

Megneheziti dolgunkat, hogy dinamikus folyamatrol van sz6, ahol minden pillanatban a mar fert6zottek egy része
megfert6zi a még nem fertézottek (roviden: megfertGzhetSk) bizonyos részét, mikozben a fertézottek masik része
meggyogyul vagy meghal. A szakirodalmat kdvetve, ebben a leirdsban a kénnyebb érthetéség érdekében tobb végletes
egyszertisits feltevést tesziink: a) a népesség létszama id6ben allando; b) a fertézésben senki sem hal meg; ¢) ha
valaki kigyogyul a fert6zésbél, az mar nem fert6z6dik meg és nem fertéz ujra; d) a fertGzési valoszintség fiiggetlen
a népesség egyéb (nemi, életkori, teriileti, egészségi allapot- stb.) jellemz6it6l; e) a gyogyulasi valoszintség fiiggetlen
az egeészségligyi ellatastol.

Harom tipust kiilonboztetliink meg: a megfertdzhetdk (susceptibles, S), (népességi) részaranyuk s > 0; a fertdzottek
(infectious, I), részaranyuk ¢ > 0; végiil a gydgyultak (recovered, R), de ide tartoznak az eleve immunisak is: részaranyuk
r > 0, innen a modell kozkeletd elnevezése: SIR-modell. Az ilyen tipusi modelleket egyébként rekeszmodelleknek
nevezik.

Egyenleteinkben kulcsszerepet kap a fert6zési és a gyogyulasi rata. Ezek fiiggvényében igazoljuk, hogy a megfertdz-
hetdk részardnydanak kicsi kezddértékeire elhal a jarvany, és nagy kezddértékeire fellangol. Azt is szemléltetni tudjuk,
hogyan lapositja el a jarvany idébeli lefutasat, ha a fertézési ratat elkiilonitéssel vagy a megfert6zhetk részardnyanak
kezdgértékét oltassal csokkentjiik.

A technikai egyszertiség kedvéért és a szokassal ellentétben, nem folytonos, hanem diszkrét idében irjuk fol a né-
pességi részaranyok dinamikajat, egységnyinek rogzitve az idGszak hosszat, pl. nap, hét, t = 0,1,2,... az idGszakok
indexe. A jobb érthetGség kedvéért az S — I — R id6rendi sorrendet felcserélve adjuk meg a harom egyenletet.

Foltessziik, hogy az 1ij fertGzések részardnya egyarant aranyos a megfertézhetsk és a fert6zottek részaranyéval, de
az ujonnan gyodgyultak részaranya csak a fertézottek részardnyaval ardnyos. Visszatérve a ,rekeszek tartalmara’

A megfertzhetdk részardinydnak csékkenése egyenesen aranyos a megfertézhetSk részardnyanak és a fert6zottek
részaranyanak szorzataval:

(1) St+1 — St = —6Stit,
ahol 8 > 0 a fertGzési rata.

A gydgyultak részardnydnak névekedése egyenesen aranyos a fert6zottek részaranyéval:
(2) Tip1 — Tt = Vi,

ahol v > 0 a gyogyulasi rata.

Valojaban az az eset az érdekes, amikor a gyogyulasi rata kisebb a fert&zési ratanal, és az idGegység megfelels
megvalasztasakor a fertézési rata legfeljebb 1: 0 <y < g < 1.

Mivel mindenki vagy megfert6zhets, vagy fert6zott, vagy gyogyult, ezért a harom részarany osszege 1:

St—f—it—f—T‘t:l,

azaz az Osszeg idGbeli valtozasa 0:

Sg41 — 8¢ +igp1 — b+ 11 — 1 = 0.
Ebbe behelyettesitve (1)-et és (2)-t kovetkezik:

A fertdzittek részardnydanak vdltozdsa:

(3) it+1 — 1= (Bst - V)it-

Figyeljiik meg, hogy beszorzas utan (3) jobb oldalan két tag kiilonbsége szerepel: a kisebbitends az 4j fert6zések
részaranya, a kivonando pedig az djonnan gyodgyultaké.

Bevezetjiik a megfertézhetk részaranyénak kritikus értékét, amelynél a (3) egyenlet jobb oldala 0, azaz a fert6zottek
részaranya valtozatlan (maximalis, mert kisebb értékre névekszik, nagyobbra csékken):
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Becsempészve (3)-ba s°-t, jobban latszik s° szerepe a fert6zottek részardnyanak alakulaséban:
(4) it+1 — it = B(St — So)it.

Mivel r; nem hat sem s;y1-re, sem i;41-re, ezért a (2) egyenlettel raériink utélag térédni; a modell magva (1) és
(4), vagy alkalmasabb alakban:

(5) si41 = (1 — Big)se



és
(6) itp1 = [1+ B(se — 5°)]is.

Az (5)—(6) rekurziot elsérendid nemlinearis differenciaegyenlet-rendszernek nevezziik: elsérendi, mert a jové csak
a jelentdl fiigg; nemlinearis, mert két valtozod szorzata is szerepel mindkét egyenlet jobb oldalan. A rekurzid (s, it)
megoldasa (palyaja) a kezdeti részaranyparostol fiigg: (so, i0), ahol ig ~ 0 (nagyon kicsi pozitiv szam, a fertézés hirtelen
jelenik meg), és helyet hagyva az esetleg pozitiv ro-nak, sg < 1 — ig.

1. segédtétel. Az (5)—(6) rendszer minden pdlydjdra teljesil:

(7) St,itZO és St—f—ltgl

Bizonyitas. Indukcioval bizonyitunk: feltevés szerint (7) teljesiil ¢ = 0-ra, és belatjuk, hogyha (7) teljesiil t-re,
akkor teljesiil t 4 1-re.
Amig i; > 0, addig (2) értelmében ry4q1 > . Mivel sy + 4, = 1 — 1y, ezért

Spp1 + i1 < sp+ip < 1L O

Szavakkal: (1)-bol és (3)-bol kovetkezik, hogy amig van fert6zott, addig a megfertézheték részaranya monoton
csokken, a gyogyultaké viszont monoton né.
Most mar kimondhat6 az

1. tétel. a) Ha a megfertézhetdk részardnydnak kezddéértéke legfeljebb a kritikus érték: sy < s°, akkor a fertdzottek
részaranya monoton tart a 0-hoz.

b) Ha a megfertézhetdk részarinydnak kezddértéke nagyobb, mint a kritikus érték: s° < so < 1, akkor a fertézittek
iy részardnya egészen addig novekszik, amig a megfertdzhetdk részardnya nem csékken a kritikus érték ald, aztdan pedig
iy a végtelenben 0-hoz tart.

Bizonyitas. a) Ha sy < s°, akkor s; < s° (¢t > 0). Két alesetet kiilonboztetiink meg.
(i) Ha sp < s°, akkor (6)-ot felirva 0,1,...,t — 1 idGszakra, és figyelembe véve, hogy s;—1 < --- < s1 < S, adodik

(81) i = (14 Blse—1 —5°)] ... [1+ B(so — °)]io < [1+ B(so — 5°)] i,

azaz iy gyorsan tart O-hoz. (i) Ha so = s°, akkor az els6 1épést kiilon kell kezelni. i, = ig, és (5) szerint s; = (1—ig)s°,
majd (81) szerint

(8ii) i < [L4B(s1 — %)) lin = [1 = B%0s°]) " lio,  t>1.

b) 0 < s° < sp < 1 esetén, amig a megfertGzottek részaranya nagyon kicsi: i; ~ 0, addig (5) miatt s; ~ so (csak
lassan csokken), tehat i; részarany (6) és s° < so < 1 miatt kozelitSleg egy 1 + Bsp — y-hanyadost mértani sorozat
szerint né. Belatjuk, hogy el6bb-utobb s; a kritikus érték ala siillyed, s a) szerint i; ezutan végleg csokkenésre valt.

Indirekt bizonyitunk. Tegyiik fol, hogy s; > s° minden t-re. Az (s;) alulrdl korlatos cstkkend sorozat, tehat van
hatarértéke, amelyre s* > s° all. (6) szerint i, > io, azaz (5) szerint s; < (1 — Big)’so, azaz s* = 0, s ez ellentmond
s* > s° > 0-nak. O

Tovabbi vizsgalatot igényelne, hogy hosszi tavon milyen esetben sztinik meg a megfertézhetGség (és valik teljessé
a gyogyultsag), szampéldainkban azonban az id6k végezetéig maradnak megfertézhetsk.

Rétériink a numerikus szemléltetésre. Onkényesen valasztjuk, hogy ip = 0,01. Els6 futdsunkban 8 =1 és v = 1/3,
valamint a megfertézhetk részaranyanak nagy kezddértéket adunk: so = 0,9 > s° = 1/3. Egyszert programmal
elkészithetjiik az 1. dbrdt. Legérdekesebb eredmény: a 10. idGszakban éri el a fertézottség a maximumat, a lakossag
27,7%-a fert6zott. A 20. idGszakra a fertézottség gyakorlatilag eltiinik, de tovabbi szamitasok szerint a megfertézhetGség
megmarad 5%-nal.
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1. dbra. Er6s fertzés, sok megfertézhets



A maésodik futdsban feltessziik, hogy elkiilonitéssel sikeriilt az erds fertézési ratat gyengiteni: 8 = 0,5. Az eléz6
programot hasznalva kapjuk a 2. dbrdt. A legérdekesebb eredmény: a fertézottség joval késébb, a 22. idGszak koriil
éri el a maximumat, s a lakossadgnak csupan 4,5%-a fert6zott, de a megfert6zheték részaranya lassabban csokken, és

megall 45%-nal.
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2. dbra. Gyengén fert6z6, sok megfertézhets

A harmadik futésnéal feltessziik, hogy oltassal sikeriilt a megfertézhetGk nagy kezdsé-részaranyat jelentGsen csok-
kenteni, de a kritikus érték folott maradva: so = 0,5 > s°. A fert6zési rata ujra nagy: 5 = 1. A 3. dbrdn lathato, hogy
a maximalis fert6zottség véletleniil ismét 4,4%, de mar a 16. idGszakban elérjiik, és alacsonyabb lesz a megfert&zhetsk

részardnyanak hatarértéke: 19%.
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3. dbra. Er6sen fert6zd, kevés megfert6zhets

Eddig kizartuk a v > 3 esetet. A teljesség kedvéért most roviden megvizsgaljuk, mi torténik ekkor. Formalisan

s° > 1, tehat az 1. tétel b) pontja értelmében minden so < 1 kezdallapotra teljesiil az so < s° feltétel, azaz a jarvany

elhal.

Osszefoglalasként, ne varjunk csodakat egy modelltsl. Ez a modell csak a legegyszeriibb Osszefiiggéseket képes
megvilagitani, példaul, hogy létezik a megfertézhet6k részaranyanak egy kritikus értéke. Ha a kritikus érték alattrol
vagy folottrol inditjuk a rendszert, az nemcsak kvantitative, de kvalitative is masképp viselkedik. Modelliink azonban
képtelen kezelni a koronavirus-jarvanynak azt a kdzponti kérdését, hogy az elkiilonités a fert6zési folyamat lassitaséval
megnoveli a gyogyulas valoszintiséget (lesz elég lélegeztetdgép). Ennek részletezése azonban tilmutat a tanulmanyon.



