A korre vonatkoz6 polaritas

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geometriai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom-
vagy akar még magasabb dimenziés objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

A polaritdsok olyan kolcsonosen egyértelmii megfeleltetések, amelyek a projektiv sik pontjait a projektiv sik egye-
neseivel parositjak 0ssze Ggy, hogy barmely e egyenesre és P pontra igaz, hogy az e akkor és csak akkor megy at P-n,
ha az e-nek megfelelé F pont illeszkedik a P-hez rendelt p egyenesre. A P ponthoz rendelt p egyenes a P poldrisa,
és a p egyeneshez rendelt P pont a p pdlusa. Praktikus dolog az egymasnak megfeleltetett objektumokat ugyanazzal
a bettivel jelolni, a pontokat nagy-, az egyeneseket kisbettiivel.

Most a polaritas legismertebb, kozépiskolas versenyfeladatokban is gyakran el6fordulé specialis esetével, a kdrre
vonatkozo polaritdssal fogunk foglalkozni.

Két lehetséges definicio

1. dbra

Legyen k egy rogzitett kor, ez lesz a polaritas alapkire; a kozéppontja O, sugara o. A k-ra vonatkozo polaritdst
fogjuk definialni.

Két lehetséges definicidt is szeretnék mutatni. Az els§ egy intuitiv mod, ahogy az ember el6szor maga fedezné
fel a polaritas alaptulajdonséigait, cserébe tobb technikai részletkérdést késébb kell végiggondolnunk. A méasodik egy
technikailag egyszertibb, kompaktabb definicié, cserébe a geometriai tulajdonsagokat kell kiilon ellenérizni. Mindkét
definicié 1épéseit kovethetjiik az 1. dbrdn.

1. definicio

la. Tetszoleges, O-t6l kiilonbdzd P pont k-ra vonatkozo inverze legyen P’. A P pont poldrisa a P'-n 4tmend, O P-re
merdleges p egyenes.

16. A P, Q pontok konjugdltak, ha rajta vannak egymaés polarisan.

lc. Ha a p egyenes nem megy at az O ponton, és O merdleges vetiilete p-re a P’ pont, akkor p pdlusa a P’ k-ra
vonatkoz inverze.

1d. A p, q egyenesek konjugdltak, ha dtmennek egymés polusan.

2. definicié
2a. A P és @ pontok konjugdltak, ha O? . @ = 0%
2b. A P pont poldrisa a P-vel konjugélt pontok halmaza, avagy az 0? . (ﬁk = 0? egyenleti egyenes.
2c. A p egyenes pdlusa az az egyértelmii P pont, amely p 6sszes pontjaval konjugalt.

2d. A p, q egyenesek konjugdltak, ha atmennek egymas polusan.

Tetszés szerint, tekinthetjiik az la—1d. tulajdonsagokat definicionak és a 2a—2d. tulajdonsagokat kovetkezmények-
nek, vagy forditva. A polaritas néhany tovabbi alaptulajdonsaga:

3. A P pont polarisa akkor és csak akkor a p egyenes, ha p polusa P.

4. A P pont akkor és csak akkor van rajta a ) pont polarisan, ha @ rajta van P polarisan (1. dbra).

LA cikksorozat a Rényi Intézet és a Sztaki tamogatasaval késziilt.



5a. Ha a P és @ pontok polérisa p, illetve g, akkor az r = PQ egyenes polusa p és ¢ metszéspontja, R (2a. dbra).
5b. Ha a p és q egyenesek polusa P, illetve @, akkor az R metszéspontjuk polarisa az r = P(Q egyenes (2a. dbra).
6a. Ha P az alapkoron van, akkor a polarisa a korh6z P-ben hazott érinté (2b. dbra).
6b. Ha p érinti az alapkort, akkor a pélusa az érintési pont (2b. dbra).

7. Ha a P pont kiviil van, és a P-bdl k-hoz huzott érinték PE és PF, akkor P polarisa az EF egyenes (2c. dbra).
8a. Barmely pont akkor és csak akkor konjugalt onmagéval, ha az alapkornek pontja (2b. dbra).

8b. Barmely egyenes akkor és csak akkor konjugalt 6nmagaval, ha érinti az alapkort (2b. dbra).

2b. dbra

2¢. dbra

Az Olvasora bizzuk annak végiggondolasat, hogy a kétféle definici6 ugyanazt a megfeleltetést irja le, és a fenti
tulajdonsagok is teljesiilnek.

Kiterjesztés a projektiv sikra

Ha a sikot kiegészitjiik a szokasos végtelen tavoli pontokkal és az azokat tartalmazo ideélis egyenessel, akkor
definidlhatjuk az O pont polarisat és az O-n dtmend egyenesek polusait is. Ha P egy ideéalis pont, akkor P polarisa
az O-n atmend, az OP iranyra meréleges egyenes. Ez szemléletesen megfelel annak, hogy ha a P pontot valamelyik
iranyban végtelen messzire elmozgatjuk, akkor a polarisa is parhuzamosan mozog az O pontra illeszkedd helyzetig.
A 7. tulajdonsag is érvényes marad; a hatarhelyzetben a P-b6l hizott érint6k parhuzamosak az OP irannyal (3. dbra).




Végiil az O pont polérisa az idedlis egyenes; ezt is szemléltethetjiik dgy, hogy a P pontot az O-ba hizzuk, mikézben
P polarisa egyre tavolabbra vandorol.

Térbe kilépve egységessé tehetjiik a sokféle definiciot. Vegyiink fel egy V pontot a térben, amelyre az OV szakasz
merGleges k sikjara, és a hossza p. Tekintslink egy tetszéleges, O-t6l kiillénb6z6 P pontot a sikban, a k-ra vonatkozd
inverze legyen P’, a polarisa pedig p; legyen tovabba P tiikorképe az O pontra P;, és legyen II a V-re és p-re illeszked6
sik (4. dbra).

4. dbra

Mivel OP; - OP' = OP - OP' = p* = OV?, az OV P; haromszog hasonlé az OP'V haromszoghoz, emiatt P’V P, =
90°. A p egyenes mersGleges OP-re és OV -re, ezért merGleges az OV P sikra és az abban fekvsé V P egyenesre is.
A 1I sikban most mar két egyenesrél, p-r6l és V P'-rél is tudjuk, hogy meréleges V Pi-re, tehat a II sik merdleges
a V P egyenesre.

Ez az észrevétel egy térbeli eljarast ad a P pont polarisanak szerkesztésére: tiikkrozziik P-t O-ra, igy megkapjuk
a P; pontot. A V-ponton at, V P;-re merélegesen vegyiik fel a IT sikot; a II kimetszi az alapsikbol a p egyenest. Azt is
lathatjuk, hogy barmely @ pont akkor és csak akkor konjugalt P-vel, ha P,V Q< = 90°.

Ha P valamelyik idedlis pont, akkor P, = P, az OP iradny parhuzamos az alapsikkal, és II kimetszi az O-n atmeng,
OP-re mer6leges egyenest. Ha pedig P = O, akkor Il parhuzamos k sikjaval, a két sik metszete valoban az alapsik
idedlis egyenese. Tehat a fenti szerkesztés egységesen miikddik a projektiv sik barmely pontjara.

Dualitas

Ha van egy projektiv geometriai allitas, tétel, amelyben pontok, egyenesek és (legfeljebb) egy kor szerepel, az abréra
alkalmazhatjuk a korre vonatkozé polaritast: minden pontot kicseréliink a polarisara, és minden egyenest kicseréliink
a polusara. [lyen médon a projektiv geometriai tételeket parokba allithatjuk; mindegyik tételnek van egy parja, dudlisa.

Probéljuk ki ezt az elsé részben latott Brianchon-tétellel:

Brianchon tétele: Ha az a, b, ¢, d, e, f egyenesek érintik a k kdrt, metszéspontjaik aNb =G, bNec=H, cNd =1,
dne=J,enf=1Lés fNna= M, akkor ap=GJ, q= HL ésr = IM egyenesek egy ponton (T) mennek dt (5a. abra).

G a M

da. dbra



5b. dbra

A polaritast alkalmazva kapjuk a Pascal-tételt:

Pascald tétele: Ha az A, B, C, D, E, F pontok egy korén vannak, az 0sszekotd egyeneseik AB = g, BC = h,
CD =i, DE =j, EF =/{ és FA = m, akkor ezek metszéspontjai, a gNj =P, hN{=Q ésiNm = R pontok egy
egyenesen (t) vannak (5b. abra).

A Brianchon-tétel és a Pascal-tétel egymds dudlisa.

Konjugalt pontparok egy térbeli jellemzése

Legyen G az O kozéppontd, az alapkorre illeszkedd gomb, és vegyiink fel két pontot, P-t és Q-t a sikban, a koron
kiviil; a P-b6l k-hoz huzott érint6k végpontjai legyenek E és F. A 7. tulajdonséag szerint a p = EF egyenes a P pont
polarisa. A PO egyenesre a p mentén allitsunk egy mer6leges sikot; ez a G-t egy e korben metszi; az e mer6leges a PE
és PF' szakaszokra.

Ha @ rajta van a p egyenesen, vagyis P és Q konjugaltak, akkor a @ pont is az e kor sikjdban van, a koron kiviil.
Huzzuk meg Q-bol az e egyik érint§jét; az érintési pontot jeloljiik T-vel. Vegyiik észre, hogy a PT és a QT szakasz is
érintGje G-nek, ezért a PQT sik érinti a gdmbot. Tovabba a PT szakasz a PE elforgatottja, szintén merdleges e-re és
a korhoz hazott QT érintére, tehat a PT és QT szakaszok merdlegesek (6. dbra).

6. dbra

Végig lehet gondolni, hogy ezek a lépések megfordithatok: ha egy, a P és @ pontokon keresztiil fektetett sik
a T pontban érinti a gdmbot ugy, hogy PT és QT mer6legesek, akkor @ a p egyenesre esik, vagyis P és @) konjugaltak.
Melléktermékként a 4. tulajdonsigra is egy Gj bizonyitast adtunk, legalabbis kiils6 pontok esetén.

Autopolaris haromszogek

Azokat a haromszogeket, amelyekben mindegyik cstcs a vele szemkozti oldal polusa, autopoldris hdromszognek
hivjuk, de van, aki a gorog—angol autopolar név betd szerinti atirdsat szereti. Barmely két konjugalt P, () pont
kiegészithetG autopoléris haromszéggé, a harmadik, R csics a PQ egyenes polusa, amely P-vel és @-val is konjugalt.
Példaul a P ponttal @ és R is konjugalt, ezért P polarisa csak a QR egyenes lehet.

Az autopolaris haromszogeknek egy nagyon fontos el6fordulédsa, versenyfeladatok megoldésaban is gyakran talal-
kozhatunk vele, amikor egy hurnégyszog szemkozti oldalparjainak és atloinak metszéspontjat vessziik:

?Blaise Pascal (1623-1662) francia matematikus és filozofus



Tétel. (a) Ha A, B, C és D négy killonbézd pont a k kérin, AB és CD metszéspontja P, BC és AD metszéspontja
Q, tovdbba AC és BD metszéspontja R, akkor a PQR hdromszdg k-ra nézve autopoldris.
(b) A PQR hdromszig magassdgpontja a k kozéppontja (7. abra).

A tétel (b) része trivialisan kovetkezik az (a) éllitasbol: ha PQR autopoléris haromszog, akkor példaul a QR egye-
nes a P pont polarisa, ami az la. tulajdonsidg miatt meréleges az OP egyenesre, tehat a PQR haromszdgben OP
a QR oldalhoz tartoz6 magassagvonal. Ugyanez a mésik két oldalra is elmondhat6, tehat O a harom magassagvonal
metszéspontja.

Az (a) részt a térbe kilépve fogjuk igazolni. Az A, B, C, D pontok szerepe szimmetrikus; feltehetjiik, hogy ABCD
egy konvex hirnégyszog, igy P és @ a koron kiviil, R pedig a koron beliil helyezkedik el.

A P-bél és Q-bol a kdrhoz hizott érintsk legyenek PE, PF, QG és QH, és legyen G az O kdzéppont, k-ra illeszked6
gémb. Az AC és BD atlokra illeszkeds, az alapsikra meréleges sikok metsszék G-t az a és b korvonalak mentén, és
ezek egyik metszéspontja legyen T'. Mivel az ACT és a BDT sik is mer6leges a k sikjara, a T' pont mer6leges vetiilete
a sikra az R pont (8. dbra).

8. dbra

A P kozéppontu, PE sugard inverziéo a gombot onmagara képezi, felcseréli egymassal A-t B-vel, valamint C-t
D-vel, ezért az alapsikra meréleges a és b koroket is egymasra képezi. A PT egyenesen T' a két kor egyetlen — kozos —
pontja, tehat az inverzionak — F és F mellett — T is fixpontja, tehat PT érinti G-t. Az ilyen pontok az alapsikra
merGleges, FF atmérdji e kordn vannak, tehdt az EFT sik is mer6leges k sikjara, igy tartalmazza a T R szakaszt és
vele egyiitt az R pontot. Ebb6l azt is latjuk, hogy az EF egyenes atmegy az R ponton. De az EF' egyenes a P pont
polarisa, tehat P és R konjugaltak. Ugyanigy lathatjuk, hogy @ és R konjugaltak.

Az el6bbi, P kézéppontu inverzidé 6nmagéra képezi a PT egyenest és felcseréli egyméssal az a és b koroket; az inverzio
szogtartdsa miatt a PT egyenes ugyanakkora szoget zar be a két korrel, illetve a 7' pontban hidzott érintGikkel.
Mindhérom egyenes egy sikban, a T-ben a gombhoz fektetett érintGsikban van; tehat PT a két kor kozotti egyik szog
felezGje. Hasonloan, a QT egyenes a két kor kozotti masik, kiegészits szog felezGje. A két szogfelezs, vagyis PT és QT
merdlegesek, tehat P és @@ konjugaltak. Ezzel belattuk, hogy a P, @, R pontok paronként konjugaltak, vagyis a PQR
haromszog valéban autopolaris.

Feladatok

1. Mi a Desargues-tétel dualisa?



2. Mi a Papposz-tétel dualisa?
3. Irjuk és rajzoljuk fel az autopolaris haromszogekrsl szolo tétel dualisat.

4. Feladatok szoveg nélkiil:

5. Igazoljuk, hogy tetsz6leges P és Q pontok akkor és csak akkor konjugéltak a k korre nézve, ha a PQ atmérsjd
kor merdlegesen metszi k-t.

6. Vetitsiik a k kor sikjat kozéppontosan egy masik, vele nem parhuzamos sikra gy, hogy a k kor vetiilete is kor
legyen. Mutassuk meg, hogy a vetités megtartja a polaritast, azaz barmely pont vetiiletének polarisa az 4 stkban
a polaris vetiilete, és egyenes vetiiletének polusa a poélus vetiilete.
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