A KoMal egy régi szama pontverseny kiviili problémaként kozolte a Knaster—Tarski-féle fixponttételt. Cikkiink-
ben els6ként folidézziik a problémat, majd bemutatjuk egyik legfontosabb, halmazelmélethez két6d6 alkalmazasat.
Ezaltal egyben bepillantast kivanunk adni a szdmossagaritmetika lenytgozGen szép, meglepetésekkel teli vilagaba is.

1. Bevezetés

A magyar matematikatanitas méltan hires arrol, hogy az aktuélis kutatasi irdnyokat igen gyakran a versenyfeladatok
szintjén igyekszik megjeleniteni. Jol tiikrozik ezt az elvet a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapok problémai. Még
a mult is hozhat meglepetést! Kiillondsen, amikor egy olyan, régen kitiizott feladattal talalkozunk, melyet az egyetemi
katedra mindkét oldalanak kozonsége ismerGsként {idvozolhet. Ragyogd példa erre a P. 329 jelzésti pontversenyen
kiviili probléma, amelyet Szegedy Patrik megoldéasaval egyiitt [2] az alabbiakban kozliink.

P. 329. Egy X halmaz minden A részhalmazdhoz hozzdrendeliink egy F(A) részhalmazt 4igy, hogy ha A C B, akkor
F(A) C F(B). Mutassuk meg, hogy van olyan Ho C X részhalmaz, amelyre F(Hy) = Hy teljesil.

Megoldas. Alljon a H halmazcsalad azokbol a H C X halmazokbol, melyekre F(H) C H. Ez a H csalad nem iires,
mert X eleme, hiszen F(X) C X biztosan teljesiil. Legyen a H-beli halmazok koz0s része Hy. Mit tudunk az F(Hp)
halmazrol?

Ha H tetsz6leges H-beli halmaz, akkor Hy C H miatt fonnall, hogy F(Hy) C F(H). Ebbdl pedig F(H) C H
alapjan (ez volt a H-beli halmazok definialo tulajdonsaga) F'(Hy) C H kovetkezik. Tehéat az F(Hp) halmazt minden
H-beli halmaz tartalmazza, igy metszetiik, Ho is: F(Ho) € Ho. Ugyanakkor F(Hy) C Ho-bol F(F(H,)) C F(Ho)
adodik, tehat (definicio szerint) az F(Hp) halmaz H-beli. A Hy minden H-beli halmaznak része, igy Hy C F(Hp)-
Ezt az el6bbi F(Hy) C Hp eredményiinkkel 6sszevetve F(Hp) = Hp, ami azt jelenti, hogy a keresett részhalmazt
megtalaltuk. ]

Adott X halmaz esetén jelolje P(X) az X Osszes részhalmazainak halmazat, masképpen mondva: hatvdnyhalmazdt.
Azt mondjuk, hogy az F': P(X) — P(X) leképezés monoton, ha megérzi a tartalmazast, vagyis A C B C X esetén
F(A) C F(B) is teljesiil. Az F leképezésnek H C X fizpontja, ha F(H) = H. Ezekkel az elnevezésekkel a P. 329
probléma tomoren igy is megfogalmazhato:

Tétel. Adott hatvdnyhalmaz birmely monoton leképezésének létezik fixpontja.

Ez az allitas el6szor a Lengyel Matematikai Tarsulat Varsoi Reészlegének {ilésén hangzott el 1927-ben, és azota
Knaster—Tarski-féle fixponttételként szokas hivatkozni [1]. Kés6bb, az eredetileg Knaster altal el6adott eredmeényt
Tarski [3] fejlesztette tovabb, szdmos meglepd és hatékony alkalmazéast adva a halmazelmélet, logika, absztrakt algebra
és valos fiiggvénytan terén. Manapsag ugy tekintiink Knaster és Tarski eredményére, mint a monoton leképezések
fixpontelméletének els6 zsengéjére.

A Knaster—Tarski-féle fixponttételnek mar az eredeti valtozata is jelentds alkalmazésokkal bir. Az egyik legfontosabb
a szamossagaritmetika terén Schroder—Bernstein-tételként ismert allitds. F6 célunk ezt, és ennek néhany kovetkezmé-
nyét bemutatni, és egyuttal rovid barangolast tenni a szamossagok meglepd és izgalmas birodalméaba.

2. A szamossagaritmetika alapjai

Azt mondjuk, hogy két halmaz egyenld szamossdgi, vagy masképpen: ekvivalens, ha létezik kozottiik egy bijek-
cio, azaz kolcsonosen egyértelmi leképezés. Ha A és B ekvivalens halmazok, akkor ezt az A ~ B moddon jeloljiik.
A halmazok ekvivalencidja egyfajta ,szamolas” szamfogalom nélkiil. Birtokdban nemcsak a halmazok elemszam sze-
rinti egyenlGségét értelmezhetjiik, hanem a végtelen halmaz fogalmat is bevezethetjiik. Egy halmaz végtelen, ha létezik
onmagaval ekvivalens valodi részhalmaza. Eszerint a pozitiv egészek N halmaza végtelen, hiszen a p(n) = n+ 1 médon
értelmezett leképezés bijektiven hat N és N\ {1} kozott. A pozitiv egészek halmazéval ekvivalens halmazok a megszdm-
lalhatoan végtelen halmazok. Igen egyszertien nyerjiik példaul, hogy az egész szdmok Z halmaza megszamlalhatéan
végtelen. Ehhez elegendd csupan a
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moédon értelmezett, ¢: Z — N bijektiv leképezést tekinteni. Tehat a Z ~ N allitas kozvetleniil, definici6é szerint
igazolhato.

Az ekvivalencia kozvetlen ellenérzése azonban altaldban nehéz, igy egy hatékonyabb modszer kidolgozasa sziikséges.
Ehhez els6ként bevezetjiik az injektiv leképezés fogalmat. A ¢: A — B leképezés injektiv, ha ¢(a) = p(a*) esetén
a = a* kovetkezik. Ha létezik ilyen injektiv leképezés, akkor az A halmazt kisebb vagy egyenld szamossdgunak nevezzik
a B halmaznal. Ezt jelolésben az A < B médon fejezziik ki.
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Nyilvanvaléan minden bijekcié inverzével egyiitt injektiv, tehat ha két halmaz ekvivalens, akkor barmelyik kisebb
vagy egyenl$ szamossagu a masiknal. Jelolésekkel élve, ha A ~ B, akkor A < B és B < A teljesiil. Ennek az észrevé-
telnek a megforditésa is érvényes, amelyet a Schroder—Bernstein-tétel fogalmaz meg. Az allitas leképezések nyelvén igy
sz0l: Ha egy halmaz injektiven képezhetd eqy mdsikba €s a mdsik az eqyikbe, akkor létezik koztik bijekcio is. A bizonyitas
a Knaster—Tarski-féle fixponttételre tamaszkodik. Miel6tt a részletekre térnénk, sziikségiink lesz a kovetkezSkre. Ha
a H részhalmaza egy X alaphalmaznak, és f: X — X egy fiiggvény, akkor a H halmaz f altali képét a szokasos
f(H) :={f(z) | v € H} mbdon értelmezziik. Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy A C B esetén f(A) C f(B) is fennall.
Masképpen fogalmazva, az Fy(H) := f(H) eldirdssal adott Fy: P(X) — P(X) leképezés monoton.

Tétel. Ho A< B és B < A, akkor A ~ B.

Bizonyitas. Az A < B és B < A feltételek miatt léteznek p: A — B és ¢: B — A injektiv fliggvények. Célunk
annak igazoldsa, hogy ekkor bijekcio is létezik a két halmaz kozott. Ehhez az A és B halmazokat fogjuk alkalmas
modon két-két diszjunkt részre bontani ¢ és ¢ segitségével:

Legyen C' C A tetszéleges, és tekintsiik a D := ¢(C) halmazt. Ekkor nyilvan ¢ bijektiven hat C' és D kozott.
Legyen most F := B\ D, valamint F := ¢(F). Vilagos, hogy ekkor ¢ bijektiv F és F kozott. Ha még raadasul az is
kideriilne, hogy C és F' diszjunktak és az uni6juk A, akkor az

) o(x), ha x € C,
J(@) = {w_l(x), hax e F

moédon adott f: A — B fiiggvény joldefinialt és bijektiv. Kérdés tehat, hogy létezik-e ilyen valasztas C-re. Az E,| F|
D halmazok értelmezését szem el6tt tartva tehat azt varjuk el, hogy

C=A\F=A\$(E)=A\(B\D)=A\4(B\¢(C))
teljesiiljon. Ertelmezziik a T: P(A) — P(A) leképezést ez utdbbi taggal, azaz legyen C' C A esetén
T(C):= A\ (B \ ¢(C)).

Egyszeriien meggy6zédhetiink arrol, hogy T monoton leképezés. Ezért a Knaster—Tarski fixponttétel értelmében valo-
ban létezik olyan C, hogy T'(C) = C. O

Ezt az allitast elséként Cantor fogalmazta meg bizonyitas nélkiil 1887-ben. Még ugyanebben az évben Dedekind
elemi bizonyitast talalt, amit nem publikalt, s6t Cantort sem értesitette eredményérsl. Késébb 1897-ben, az akkor
19 éves hallgato, Bernstein bemutatta bizonyitasat Cantor egyetemi szemindriuman. Bernsteintdl fliggetleniil, ugyan-
csak 1897-ben Schréder is kozolte bizonyitdsat, amirdl késébb kideriilt, hogy hibas.

A Schroder—Bernstein-tétel segitségével egyszertien kapjuk, hogy a racionélis szdmok QQ halmaza megszamlalhatoan
végtelen. Els6ként azt érdemes megmutatni, hogy N x N ~ N. Azonnal lathato, hogy az n — (n,n) leképezés injektiv,
azaz N < N x N. Elegendé tehat csupan egy ¢: N x N — N injektiv leképezést megadnunk. Legyen

o(n,m) :=2"- 3™,

Ha most @(n,m) = ¢(k,1), akkor definici6 szerint 2" - 3™ = 2% . 3!; az egyértelmd primfaktorizicié tétele miatt
ebbdl n = k és m = [ kovetkezik. Tehat (n,m) = (k,l), ami pontosan ¢ injektivitdsat mutatja. Ennek mintajara
az is igazolhato, hogy Z x N ~ N. Végezetiil, a Q ~ N allitas ebb6l méar koévetkezik, hiszen minden racionélis szam
egyértelmten elGall egy, tovabb mar nem egyszertsithets egész és természetes szam hanyadosaként.

Az N x N ~ N igazolasa torténhet a jol ismert ,4tlos bejarassal”’, ami kozvetleniil bijekciot eredményez a szdban
forgo6 halmazok kozott. Azonban végképp {6l kell adnunk a kozvetlen modszert, ha a ]0, 1] intervallum szamossagat egy
hatvanyhalmaz szamossagaval akarjuk kifejezni:

Tétel. P(N) ~ 0, 1[.

Bizonyitas. Elscként azt igazoljuk, hogy létezik egy w: P(N) — ]0, 1| injektiv leképezés. Legyen A C N tetszdleges,
nemiires halmaz. Ertelmezziik az (a,) sorozatot és ennek birtokdban az z valds szamot az aldbbiak szerint:

h A
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illetve x =0,a1a9a3 ...
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Vilagos, hogy az A halmaz egyértelmien meghatéarozza az (a,, ) sorozatot, e sorozat pedig az x valos szamot. Nyilvanvalo
az is, hogy = € ]0, 1. Legyen ¢(A) := z, s tegylik fel, hogy ¢(B) = z szintén fennall. Az (a,,) definicidja miatt ez azt
jelenti, hogy minden n € N esetén n € A pontosan akkor teljesiil, ha n € B. Igy A = B, ami pedig a ¢ injektivitasat
adja. Ha A = (), akkor legyen ¢(A) := 0,2; ezzel a kiterjesztéssel ¢ tovabbra is injektiv.

Most azt igazoljuk, hogy létezik egy ¢: ]0,1[ — P(N) injektiv leképezés. Legyen = € ]0,1], s legyen (z,,) az x
tizedesjegyeinek sorozata. Ertelmezziik ekkor a () halmazt a

Y(x) ={10(n — 1)+ z, + 1 | n € N}

el6irassal. Nyilvan ¢(x) C N, tehat ¢: ]0,1[ — P(N). Legyen y € ]0,1], jelolje (y.) az y tizedesjegyeinek sorozatat.
Ekkor a ¢(y) halmaz
Y(y) ={10(m — 1)+ ym + 1| m € N}

alaka. Tegyiik fel, hogy v (x) = ¥(y). Két halmaz pontosan akkor egyenld, ha elemei ugyanazok, igy minden n € N
esetén talalhatd olyan m € N, hogy

10n—1)+2, +1=10(m —1) + ypm + 1.
Ha itt n < m teljesiil, akkor n < m — 1 is fénnall. Folhasznalva azt is, hogy z,, <9 és y,, > 0, kapjuk, hogy

100n—1)4+z, +1<10(m —2) + z, + 1,
=10(m—1)4+x, -9,
<10(m—1)<10(m —1) + ym + 1,

ami ellentmondas. Az m < n eset ugyanigy kizarhat6. Tehét m = n, amibdl pedig x,, = y, kovetkezik. Ez azt mutatja,
hogy z és y tizedestort alakja azonos. Mivel a tizedestort alak egyértelmt, ezért x = y. Vagyis 1 injektiv.

Az eddigieket Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy P(N) < ]0,1[ és ]0,1[ < P(N) egyszerre teljesiilnek. Igy
a Schroder—Bernstein-tétel fényében ]0, 1] ~~ P(N) is fonnall. O

Vilagos, hogy a ]0,1[ intervallum, s ennélfogva P(N) is végtelen halmaz. Folmeriil a kérdés, hogy ez a kozos
szamossag milyen kapcsolatban all a megszamlalhatéan végtelennel. Cantor alabbi tétele ennél sokkal altaldnosabb
kérdést valaszol meg: a hatvanyhalmaz szdmossaga mindig szigorian nagyobb a halmaz szdmossaganal.

Tétel. A < P(A).

Bizonyitas. Ha A = (), akkor az allitds nyilvanvald, hiszen ekkor P(A) = {0} nem ires. Foltehets, hogy A
nem tires. Nyilvan P(A) egyelem( részhalmazai és A elemei kolcsonosen egyértelmiten megfelelnek egymésnak, tehat
A = P(A). Indirekt modon tegyiik fel, hogy létezik egy ¢: A — P(A) bijekcid. Legyen ekkor

B={acA|adp(a)}.

Mivel ¢ bijektiv, ezért van olyan b € A, hogy ¢(b) = B. Ha most b € B, akkor ez azt jelenti, hogy b ¢ ¢(b) teljesiil.
Azonban ¢(b) = B, ami ellentmondas. Ha b ¢ B, akkor ebbdl b ¢ ¢(b), azaz b € B addodik, ami szintén ellentmondés.
(I

A P(N) halmazzal ekvivalens halmazokat kontinuum szdmossdginak nevezziik. Megmutathato, hogy barmely in-
tervallum, az irracionalis szamok halmaza, vagy a valés szamok halmaza kontinuum szamossagu. Igy, a szamhalmazok
korében a kontinuum a legnagyobb el6forduld szamossag, hiszen a fontiek szerint a kontinuum a megszamlalhato
végtelennél nagyobb” végtelen. Azonban Cantor tételébsl ennél joval tobb kovetkezik. Minden szamossagnal létezik
nagyobb szamossag! Jogosan mondhatjuk tehat: ez azért mar mégiscsak t6bb a soknal ...
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