I. rész

1. Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket a valds szdmok halmazdn:
a) cos2x +3-cosx —1=0, (7 pont)

b) V6 —x — b —2x=1. (6 pont)
Megoldas. a)

2.cos’z—14+3-cosz—1=0,
2.cos’z+3cosz—2=0.

1
Ebbél: cosx = —2 vagy cosz = ok A cosz = —2 egyenletnek nincs megoldasa, mert —1 < cosx < 1. Ha cosxz = =,

akkor z = g + 2km, k € Z, vagy © = —% + 2lm, | € Z. Ekvivalens atalakitasokat végeztiink, tehat a kapott gyokok

kielégitik az eredeti egyenletet.
b)r<6ésx<25 = x<25.

Vo—z=1++vV5—2x.

Mivel a négyzetgyok definicioja alapjan egyik oldal sem negativ, a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas:

6—xr=14+5—-2x4+2-v5— 2z,
r=2-v5—2x.

A négyzetgyok definicioja alapjan z > 0.

z? =20 — 8z,
22 4+ 8z —20 =0,

x1 = —10, zo = 2. A feltétel miatt csak az x = 2 megoldas.
Az alaphalmazon ekvivalens atalakitasokat végeztiink, tehat a kapott gyok kielégiti az eredeti egyenletet.

2. A nem is olyan tdvoli jovében a fizika fakultdcidsok online szimuldcidban vizsgdlhatjdk toltott részecskék visel-
kedését mdgneses mezdben, ahol a részecskék helyzetét derékszogi koordindta-rendszer segitségével irjak le. Két fizika
fakultdcios didk, Hdcé és Kdcé fontos kisérletet tervez: egy hdromszog csicsaiba (A(—2; 1); B(10;6); C(4;9)) Kicé
hdrom detektort helyez. Hdcé ekkor eqy toltdtt részecskét juttat a hdromszog siulypontjiba. A téltétt részecske tdmege
peti-ben (peti: tomegegység a szimuldcidban) a hdromszog teriletének és a BAC< cosinusdnak szorzata. Hatdrozzuk
meg a hdromszog sulypontjinak koordindtdit és a részecske tdmegének pontos értékét. (12 pont)

Megoldas. A silypontra vonatkozo képlet alapjén:

241044
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Tehat a sulypont: S (4; 3) Az dbra jeloléseit kovetve: a haromszog teriiletét megkapjuk, ha a koré irt téglalap

teriiletébol kivonjuk a derékszogii haromszogek teriiletét. Igy:

1 1 1
T =8-12—--6-8—=--6-3—=-12-5=33.
'ABCc =8 5 6-8 5 6-3 5 5=233



AC(6;8), gy |AC| = 10; AB(12;5), gy |AB| = 13.

Az AC és AB vektorok skalaris szorzatat kétféle modon felirva:

zﬁ-zﬁ:|1@|-|1@|-cosa=6-12+8-5:112,

56 8
ekkor cosa = 65 Tehat a részecske tomegének pontos értéke: peti.

3. Pébé tandr ur, a C osztdly osztdlyfénike lelkesen érkezett a reggeli érdra.

— Képzeljétek, megdlmodtam a matematika emelt szintd érettségi dtlagunkat!

— Es mennyi volt, tandr ir?

— Azt sajgnos elfelejtettem, de emlékszem, hogy a D-sek dtlaga szabdlyos kézelitéssel 84,3, az E-seké 85,1, a hdrom
osztdaly dtlaga pedig 87,9 wvolt. Tudjuk, hogy a D-bél 11-en, az E-bol 14-en, télink pedig 24-en irnak emelt szintd
érettségit. Ebbol mdr ki lehet szamolni az osztalydtlagot.

a) Mennyi a C-sek osztdlydtlaga egy tizedesjegyre kerekitve, ha minden didk érettségi eredménye csak egész szdzalék
lehet? (8 pont)

A Szalagavatd nyitétincdban a C-sek 20%-a, a D-sek 25%-a vesz részt. Az eqyik sziinetben 4 f6 C osztdlyos és 2 f&
D osztdlyos tanuld vdsdrolt pizzdt a biifében.

b) Mennyi annak a valdszinidsége, hogy kozilik pontosan ketten tdncolnak a nyitétincban? (6 pont)

Megoldas. a) Legyen a D-sek szézalékainak Osszege d, az E-seké e, a C-seké ¢, a harom osztélyé pedig h. A kerekités
szabéalyainak megfelelGen:

d
84,25 < 1o <8435 = 926,75 < d < 92785,

fgy d = 927,
85,05 < % <8515 = 11907 < e < 1192.1,

igy d = 1191, vagy d = 1192,
h
87,85 < 19 < 87,95 = 4304,65 < h < 4309,55,
igy h lehet 4305, 4306, 4307, 4308, 4309. Foglaljuk a kapott eredményeket egy tablazatba:

h d e c Citlag
4305 | 927 | 1191 | 2187 | 91,125
4305 | 927 | 1192 | 2186 | 91,083
4306 | 927 | 1191 | 2188 | 91,167
4306 | 927 | 1192 | 2187 | 91,125
4307 | 927 | 1191 | 2189 | 91,208
4307 | 927 | 1192 | 2188 | 91,167
4308 | 927 | 1191 | 2190 | 91,250
4308 | 927 | 1192 | 2189 | 91,208
4309 | 927 | 1191 | 2191 | 91,292
4309 | 927 | 1192 | 2190 | 91,250

(A tablazatban a ¢ = h—d —e és a Cyglag = < képleteket alkalmaztuk.) Tehat a C-sek atlaga 91,1; 91,2 vagy 91,3

24
lehet.
b) A binomidlis eloszlas képletét felhasznalva:
1) Mindketten D-sek:

2 4 1
pp = <2) £0,252 0,75 - (0) 10204088 = 20— 0,0256.

625

2) Mindketten C-sek:
_ (4 -0,22.0,82. 2 -0250-0752—5—4—00864
pc - 2 b b 0 9 9 - 625 - b .

3) Egyikiik C-s, masikuk D-s:

4 2 96
= -0,2-0,8%- -0,25-0,75 = — = 0,1536.
bcbo (1) ’ ) (1> ; ; 625 )

Igy annak valoszintisége, hogy pontosan ketten tancolnak a nyitétanchan:

16 54 96 166
A A
4. Adottak az f- R =R, f(z) =2° =8 és a g: R = R, g(x) = 4 — 2z fiigguények.
a) Adjuk meg a go f figguény x = 2 abszcisszdju pontjiba hizott érintd egyenletét. (7 pont)

b) Adjuk meg a lin12§ hatdrértéket. (5 pont)
T—



Megoldas. a) Legyen h = go f, ekkor h(z) = 4—2-(2*—8) = 20—223. Az adott pontba htizott érinté iranytangense
a fiiggvény derivaltjanak helyettesitési értéke az adott helyen:

B (z) = —62% 1/ (2) = —24; E(2;4),
Az érint6 egyenlete: y —4 = —-24- (x — 2) & 24x+y—52=0.

23 —=8 . (x—2)-(2*+22+4) | 2> +2r+4
’ it S 2o B 2
II. rész

5. Két birkozo egyesiilet kézos bajnoksdgra készil. A felkészilés sordn eldirds a napi 8 dra alvds. A kordabbi felké-
sziilések sordn kiderilt, hogy a felkészilés hatékonysdgdt jelentdsen befolydsolja a regenerdloddsra forditott idé. A szak-
emberek megdllapitottdk, hogy a hatékonysdgot az E(t) = - (3,2 —t) fiiggvénnyel lehet leirni, ahol t a regenerdloddsra
forditott idd.

a) Mennyi idét forditsanak a regenerdléddsra, hogy a felkésziilés a lehetd leghatékonyabb legyen? (8 pont)

A bajnoksdgot kieséses rendszerben folytatjik le, a pdrokat minden egyes mérkdzés eldtt véletlenszerien sorsoljdk.

Az elsd par sorsoldsakor — a valdszinisége annak, hogy mindkét versenyzé az A egyesiilet tagja. Két mérkdzés utdn,

ahol egy résztvevdt az A, hdarom résztvevdt pedig a B egyesiiletbdl sorsoltak ki, ugyanakkora valdsziniiséggel sorsoljik
mindkét versenyzot az A egyesiiletbél, mint a B egyesiiletbdl.
b) Hdanyan indultak a bajnoksdigon az egyes egyesiiletekbdl? (8 pont)

Megoldas. a) E(t) = 3,2t> — t*. A fiiggveny szélsGértékét a derivalt segitségével hatarozzuk meg:
E'(t) = 9,6t* — 4t>.
A filiggvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol a derivaltja nulla és a masodik derivalt nem nulla:
9,62 — 4t3 = 0,
442 - (2,4 —t) = 0,
t = 0 vagy t = 24. A masodik derivalt: E”(t) = 192t — 12t*, E"(0) = 0 & E’(24) =
=-23,04<0.
Mivel ¢ € [0;16], meg kell vizsgalnunk a fliggvény helyettesitési értékeit az intervallum hatéraiban: E(0) = 0 és
E(16) = —52428,8. Tehat a felkésziilés akkor a leghatékonyabb, ha a regeneralodésra forditott id6 2,4 ora.
b) Mivel két mérk6zés utan megegyezik annak a valoszintisége, hogy mindkét versenyzst az A, illetve a B egye-
siiletbdl sorsoljak, ezért két mérk6zés utdn ugyanannyi versenyzd maradt az A egyesiiletbdl, mint a B egyesiiletbdl.

Legyen ez a szam x. Ekkor eredetileg x + 1 versenyzd indult az A egyesiiletbdl és x + 3 versenyzs a B egyesiiletbdl,
tehat Osszesen 2z + 4 versenyzd indult a bajnoksigon.

1
Ekkor az A egyesiiletbdl (;E;— )—féleképpen valaszthattuk a két versenyz6t, az Osszes versenyz6 koziil pedig

20 +4 .
T )—féleképpen. Igy annak valosziniisége, hogy az els6 par sorsolasakor mindkettét az A egyesiilethdl valasz-
tottak: ) (241)
x4+ x T
(5) 1t g
(2m2+4) T 40 (2z+4)é(2m+3) T 40°

7
Ebbél 622 — 292 — 42 =0, 1 = = 6. Nyilvan csak az x = 6 lehet megoldas.
Ellendrzés: Ha az A egyesiiletbdl 7, a B egyesiiletbdl 9 versenyzd indult, akkor két A-beli versenyz6t valaszthatjuk

7 16
(2) = 21-féleképpen. Két versenyzsét Osszesen <2> = 120-féleképpen valaszthatunk. Annak valdszintsége, hogy

mindkét versenyzét az A klubbol valasztottuk: — = %

Tehat az A klubbol 7-en, a B klubbdél 9-en indultak a versenyen.

6. Egy paralelogramma alaki fives terilet oldalai 50 m és 34 m, az oldalak végpontjait dsszekdtd dtlo 56 m hosszi.
Az dtlo egy pontjiba eqy onmikodd locsold berendezést helyeziink, amely a terilet barmely pontjabdl eléri barmely masik
pontjat, és ha a tavolsdgot bedllitottuk, akkor egy kérdn belil mindent lelocsol.

a) Legaldbb mekkora teriletet kell kézzel locsolni, ha a locsold berendezés a terilet hatdrdn tdl nem locsolhat?
(10 pont)

A fiives terileten egy kor alaku virdgdgydst alakitanak ki. A wvirdgdgydst két egyenes gyalogut szeli dat, amelyek
eqy a koron kivili P pontban metszik eqymdst. A virdgdgydst az eqyik gyalogut az A és B, a mdasik gyalogit a C és
D pontokban metszi. Tudjuk, hogy PA =3 m, AB =5 m, valamint PD = PC + 10 m.

b) Mekkora a PD tdvolsdg? (6 pont)



Megoldas. a) Keressiik azt a kort, amely a paralelogramméba beirhato, kézéppontja az atlon van és sugara
a legnagyobb. Ez a kor a paralelogramma, két szemkdézti, hosszabb oldalat érint6 kor, ebbdl kovetkezGen — szimmetria
okokbdl — kozéppontja a paralelogramma, atlojanak felezépontja lesz, hiszen barmely mas kdzéppont esetén a kor
sugara kisebb lesz, vagy metszi valamelyik oldalt a két szemkozti oldal koziil.

D

B

Felirva a cosinustételt az AC'D haromszog C'D oldalara:

342 = 50% + 562 — 2- 50 - 56 - cos a,

cosx = —.

Mivel a < 90°, ezért
. L (4 >3
sina = =) ==
5 5
Mivel az érint6é merdleges a sugdarra, ezért az AOFE derékszogl haromszogben:
4
r=A0 -sina = % ~ 16,8 m.

Ekkor a kor teriilete: 886,7 m?.
A paralelogramma teriilete:

1 1 3
TABCD:2-§-AC-AD-sina:2-§-56-50-5216801@12.

Tehat kb. 793,3 m? teriiletet kell kézzel locsolni.

b) A kiilsé pontbdl a korhoz hiazott szels és érints szakaszok tétele alapjan:
PA-PB=PC-PD,
24 =x - (z +10),
2 410z — 24 =0,

1 =2; x0=—12.

Tehat a PD tavolsag 12 m.



7. a) Bizonyitsuk be, hogy a szomszédos pdratlan szdmok reciprokainak kiilonbsége egyenld a szamok szorzata recip-
rokdnak kétszeresével. (4 pont)

1

Adott azi—l———i—L—i— végtelen sor
1.4 4.7 710 "9 '

b) Bizonyitsuk be, hogy az n-edik részletdsszeg:

Sp = . (8 pont)
c) Adjuk meg a lim (S,,) hatdrértéket. (4 pont)
n—00
Megoldas. a) Legyenek a szomszédos paratlan szamok: 2k — 1 és 2k + 1.

1 1 2% +1— (2k — 1) 2

2k—1 2k+1 (2k—1)-(2k+1) (2k—1)-2k+1)

b) A neveztkben talalhato szorzatok elsé tényezdi egy olyan szadmtani sorozatot alkotnak, amelynek elss eleme 1,
kiilonbsége 3. Igy a részletosszeg i-edik tagjanak nevezdjében talalhatod szorzat elsé tényezSje: 14 (i — 1) -3 =31 — 2.
Tehat a részletosszeg i-edik tagja:

1

(3i—2)-(3i+1)

Mivel
1 1 3i+1-(3i—2) 3

3i—2 3i+1 (3i—2)-3i+1) (3i—2)-3i+1)
1 1 1
3 \3i—2 3i+1)°

1 1 1
RO A S TR oy gy oy R

1
1 /1 1. 1 1 1 1 1 1\
_§'<T_Z+Z_?+?_E+”'+m_3n—+1>_
1
3

1 1 _l 3n _ n
3n+1/) 3 3n+1 3n+1

a részletosszeg 1-edik tagja:

Igy az n-edik részletosszeg:

Megjegyzés. A bizonyitas termeészetesen teljes indukcioval is elvégezhet6.

. . n o - L 1) 1
9 5=t (%) = g (r) = fim <3+%> 3

n n

8. Az dbran egy nemzetkozi fogasz kongresszus emblémaéja lathatd. Az alakzatot az alabbi fliggvények grafikonjai
hataroljak:

1 1
T R—=R, x»—>1x4—2:1:2—|—2 és g:R—=R, xH%IQ—I—éL.

a) Hatéarozzuk meg a fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait. (2 pont)

b) Mekkora az embléma teriilete, ha a koordinata-rendszer I egysége a valosadgban I em-nek felel meg?

A konferencian egy asztalhoz keriilt hat fogorvos, akik 6rémmel allapitottak meg, hogy valamennyien részt vesznek
egy programban, amelyben hasznos kezelési eljarasokat osztanak meg egymaéssal. Ennek keretében a hat fogorvos is
kapcsolatban all egymassal, mindegyik mindegyikkel. A kapcsolattartés két halozaton keresztiil folyik, de két fogorvos
egymaés kozott mindig ugyanazon a haldézaton kommunikal. (8 pont)

¢) Bizonyitsuk be, hogy az asztalnal helyet foglalé hat fogorvos kozott van harom olyan, aki egymas kozt ugyanazon
a halézaton kommunikal. (6 pont)



Megoldas. a)

1 1
ZI4_2I2+2:_$2+4’

36

9z% — 7322 —72=0,
8

:E% = —§; :E% =09.

17 17
A két gyok koziil csak 2* = 9 ad megoldast, igy a metszéspontok: ( -3 Z) és (3; Z)

1 3
L Bs gl 2281 L2438 a2
20 108 o 120 4 20 ' 4
o2 g
5

Tehat az embléma teriilete 24,2 cm?.

c¢) Jelolje a halozatokat Hy, illetve Hs. Valasszunk ki egy fogorvost. Mivel két halozat van és 6t partner, ezért
a skatulya-elv értelmében a fogorvos az egyik halozaton legalabb harom kollégaval kommunikal, legyen ez a halozat H.
Ha az igy meghatarozott legalabb harom fogorvos kozott van kettd, aki egymaéssal a H; hélézaton kommunikal,
akkor 6k és az eredetileg kivalasztott fogorvos alkotja a keresett harmast, hiszen 6k egymés kozott a H; halézaton
kommunikalnak. Ha a legalabb harom fogorvos kozott semelyik ketté nem kommunikal egymas kozt a H; hélézaton,
akkor 6k egymas kozott csak a Hy halézaton kommunikalhatnak. Igy viszont lesz kozottiik harom olyan, aki egymas
kozt a Ho halézaton kommunikal.

9. Egy figgonytarto rid kupban végzddik. Rogzitd elemként eqy R sugari gombét kuposan dtfurunk gy, hogy
pontosan illeszkedjen a rid végére, majd az igy kapott testet rdhiuzzuk gy, hogy a kup tengelye dtmenjen a gomb
kozéppontjdin. A rigzitéelem magassiga 7 cm, a felsd alapkore r1 = 3 cm, az alsé alapkdre ro = 4 cm sugari.

a) Hatdrozzuk meg a rogzitdelem felszinét és térfogatdt. (10 pont)

Az druhdzban a fiiggonytarto rudakat négyféle szinben (arany, ezist, fehér, fekete), a régzitéelemet haromféle szinben
(arany, zold és piros), a fiiggonyoket Gtféle szinben (arany, ezist, fehér, z6ld, piros) druljdk.

b) Hdnyféle kombindcidt lehet dsszedllitani, ha az az eldirds, hogy legaldbb az egyik elem aranyszind legyen és a rid
két végén lévd rogzitdelem azonos szini?

Megoldas. a) 1. eset: a gomb kbzéppontja az alapkorok kozott van.
A kapott test egy gdmbréteg, amelybdl kivagtak egy csonkakupot. Az 1. dbrdn lathato QAK és PBK haromszo-
gekre felirjuk Pitagorasz tételét:

(7T—2)>+3*=R> ¢ a2>+4>=R2

A két egyenletet kivonva egyméasbol:

14r — 42 =0,

€r =



Ekkor R =5 cm.
A csonkakup alkotojara felirva a Pitagorasz-tételt: 72 4+ 12 = a2, igy a = 5v/2. A rogzitGelem felszine a gdmbov és
a csonkakuppalést felszinének Gsszege:

A =2rRm + 7(ry 4+ r9)a = 707 + 35v/27 ~ 3754 cm?.

A rogzitGelem térfogatat megkapjuk, ha a gémbréteg térfogatabol kivonjuk a csonkakip térfogatat:

434 259
V= %m(m2 +3r] + 3r3) — %m(r% + 13 +rirg) = ST TR 183,3 cm®.

2. eset: a gobmb kozéppontja nincs az alapkorok kozott.
A kapott test egy gombréteg, amelybdl kivagtak egy csonkakipot. A 2. dbrdn lathato QAK és PBK haromszogekre
felirjuk Pitagorasz tételét:
(T+2)°+32=R? ¢ a22+4>=R%

A két egyenletet kivonva egyméasbol:

142 442 =0,

r=-3.

Tehat ebben az esetben nincs megoldas.

b) A kombinaciok szdmat agy hatarozzuk meg, hogy az Osszes lehetséges eset szaméabol kivonjuk a komplementer
esemény (nincs aranyszini elem) lehetSségeinek szamat.

Osszes lehet@ség: négyféle rud, haromféle rogzits elem és otféle fiiggony, dsszesen: 4 -3 - 5 = 60.

Komplementer: haromféle rad, kétféle rogzits elem, négyféle fiiggdny, dsszesen: 3 - 2 - 4 = 24.

Tehat Osszesen 60 — 24 = 36 olyan kombinacié van, amelyben valamelyik elem aranyszind.



