Kuapok és hasonlésagi pontok

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geometriai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom-
vagy akar még magasabb dimenzids objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Ebben a részben korok hasonlosagi pontjainak viselkedését fogjuk vizsgalni. Legyen k1 és ko két kor a sikon. Mint jol
tudjuk, a két kor kilsd hasonldsdgi pontja az a Hy pont, ahonnan alkalmas, pozitiv ardnya kézéppontos nagyitassal a két

kor
atvihets egymasba. A kiils6 hasonlosagi pont csak akkor létezik, ha a korok sugara kiilonb6zs. A két kor belsd

hasonldsagi pontja pedig az a Hy, pont, ahonnan a kérok negativ ardnyt kozéppontos nagyitassal vihet6k at egyméasba.
Ha a koroknek léteznek a kiils6 kozos, illetve a bels6 kozos érint6i, akkor ezek atmennek a hasonlésigi pontokon
(1. dbra).

A hasonlésagi pontok szerkesztése kupokkal

Most foglalkozzunk egy kicsit a kiilsé hasonlosagi ponttal. Legyen ki és ko két kiilonbozdé sugara kor, amelyeknek
léteznek kiilsé kozos érinté egyenesei, a kozéppontjaik legyenek Op és Os. Az egyik kézos érinté érintési pontjai legyenek
Ty, illetve To, a masik érint6 egyenes érintési pontjai Uy, illetve Us; a két érinté metszéspontja legyen H. A térben
illessziink a korokre egy-egy korkipot, amelyek alkotoi ugyanakkora, ¢ szoget zarnak be a korok X sikjaval. A kapok
csucsal legyenek az A; és Ay pontok (2. dbra).

ALAL

2. dbra

A H pontbodl nem csak a két kort, hanem a két kupot is egymaésba nagyithatjuk, ezért az A; Ao egyenes dtmegy
a H ponton. Ezt a tényt most hasonlosag nélkiil is igazoljuk. A kupok A;T1, illetve AsTs alkotoit megkaphatjuk gy,
hogy a korok 1101, illetve ToO4 sugarat ¢ szoggel elforgatjuk a T1ToH érint6 koriil. Ezért ezek az alkotok és a H pont
egy @ sikban vannak. Hasonléan latjuk, hogy az A1U; és AxUs alkotok is egy @y sikban vannak a H ponttal. A &p
és @y sikoknak A, As és H is k6z0s pontja, ezért ez a harom pont egy egyenesen van.

Monge tétele (a harom hasonlésagi pont tétele)

Mong tétele: Ha adott a sikon hdrom kilonbézd sugard kor, eqymds kiilsejében, és vessziik paronként a kilsd
kozos érintdik metszéspontjait, akkor ez a hdrom pont egy egyenesre esik.

Vilagos, hogy itt a kiilsé hasonlésagi pontokrol van sz, ezért mondjuk ki ebben az altalanosabb formaban:

Monge tétele, altalanosabb valtozat: A sikon bdrmely hdrom kilonbézé sugari kor pdaronként vett kilsd ha-
sonlosdgi pontjai eqy egyenesre esnek.

!Gaspard Monge francia matematikus (1746-1818)



A tételt az el6bb latott kiupokkal bizonyitjuk. Legyen a harom kor kq, ko és k3 a 3 sikban, és minden 4, j indexpéarra
jelolje k; és k; kiils6 hasonlosagi pontjat H;;. Valasszunk egy ¢ hegyesszoget, és illessziink egy-egy kupot a korokre,
amelyeknek alkotoi ¢ szoget zarnak be X-val. A kupok csuicsai legyek Aq, Ao, illetve As (8. dbra).

3. dbra

Barmely ¢, j indexek esetén az A; A; egyenes atmegy a H;; ponton. Ezért mindegyik H;; hasonlosagi pont az A; A As
sikban van. Ezzel mar két kiilonbo6z6 sikot is ismeriink, amely tartalmazza a Hys, His és Has pontot, tehat ezek egy
egyenesen, a Y és az Aj A A sik metszésvonalan vannak.

Mi legyen a belsé hasonlésagi pontokkal?

A bels6 hasonlosagi pontokat is nehézség nélkiil megszerkeszthetjiik kupokkal, csak most a kupokat a sik ellentétes
oldalara kell épiteniink. Ha harom korvonalra illesztiink kupokat, és ezek koziil kett6 a sik egyik, a harmadik a sik
mésik oldalan van, akkor a Monge-tételnek egy olyan valtozatat kapjuk, amikor az egyik kérparnak a kiilsg, a masik
két parnak a bels6 hasonlosagi pontjat vesszik (4. dbra).
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4. dbra

A Monge-tételnek ezeket a kiilonb6z6 valtozatait egységesen kezelhetjiik, ha a korvonalaknak és érinté egyenesek-
nek irdnyitast adunk, vagyis nyilacskakat rajzolunk rajuk. Egy irdnyitott kdrvonalnak csak az olyan iranyitott érint&it
vessziik figyelembe, amelyeknél a kitlintetett irdny megegyezik. Két iranyitott korvonal hasonldsdgi pontja azonos ira-
nyitasu korok esetén az eddigi kiilsg, ellentétes iranyitést korok esetén a belsé hasonlosagi pont. A ,pozitiv” irdnyitasa
korokre a sik egyik oldalan, a ,negativ” irdnyitasa koérokre a sik masik oldalan illesztiink kapokat.

A Ceva- és a Menelaosz-tétel

Tanulsagos lerajzolni egy abran harom koérnek mind a hat belsd és kiils6 hasonlosagi pontjat. Az 5. dbran a harom
kor kozéppontja A, B és C, a bels6 hasonlosagi pontok A;, By és C1, a kiilsé hasonlosagi pontok pedig Az, By és
Cs. A Monge-tétel szerint egy egyenesre esnek az Ay, By, Cy pontok, tovabba az Ay, By, C1 pontok, az Ay, By, Cy
pontok, és az Ay, By, Cy pontok is. Az ABC és az Ay B1C1 haromszogek megfelel§ oldalainak metszéspontjai, Ao, Bo
és Oy egyenesre esnek, ezért a Desargues-tétel szerint a megfelels csicsokat Gsszekdts AA;, BB; és CCy egyenesek
egy ponton mennek 4t.
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5. dbra

Ha a korok sugarai r,, 1y és 7, akkor a korok kézott a hasonlésagok elGjeles aranyai

Ta o ClA o OQA Ty . AlB o AQB , Te . BlC' - BQO

OB CyB 1o AC A0 P 5T TBA L BoA

a szorzatuk 1. Ezek az aranyok két hires tételben is szerepelnek:

Ceval tétele: Legyenek az ABC' haromszog BC, C A, illetve AB oldalegyenesein Ay, B1, C1 a cstcsoktol kilonbozd
pontok. Az AAy, BBy és CCy egyenesek akkor és csak akkor mennek dt egy ponton vagy pdrhuzamosak, ha

ACY BA, Ch

: : =1.
CiB AC BA

Az dllitasban szerepld aranyok eldjelesek: az ardny pozitiv, ha a két szakasz ugyanabba az iranyba mutat, és negativ,
ha ellentétes iranyiak. Az is megengedett, hogy Ay, B1, C1 az egyenesek végtelen tdvoli pontjai legyenek, ilyenkor
a megfeleld ariny —1.

Menelaos#] tétele: Legyenek az ABC hdromszdg BC, CA, illetve AB oldalegyenesein As, By, Cy a csicsoktol
kilonbozd pontok. Az As, Bs és Co pontok akkor és csak akkor esnek egy egyenesre, ha
ACy BA; OBy 4
CoB AyC ByA

A Ceva-tételhez hasonldan az ardnyok most is eldjelesek, és Aa, Ba, Cy az egyenesek végtelen tdavoli pontjai is lehetnek.

Lathatjuk, hogy a Monge- és a Menelaosz-tétel egyik irdnya lényegében ugyanaz, illetve hogy a Ceva- és a Menelaosz-
tétel kozott az Osszekotd kapocs a Desargues-tétel.

,Hasonlosagi pontok” nemeuklideszi geometriakban

A g6mbi és a hiperbolikus geometridkban nincs hasonlosag. Vicces moédon azonban a korok hasonlosagi pontjainak
szerkesztése elmondhato ilyenkor is.

Ha adott két kor a hiperbolikus sikban, vannak kiilsé kozos érintéik, és ezek el is metszik egymast, akkor a metszés-
pontot nevezhetjiik a két kor hasonlosagi pontjanak”. A két korre egy-egy kipot illesztve, a kipok csucsait 0sszekdts
egyenes atmegy a hasonlosagi ponton. Ha harom koriink van, barmelyik kett6nek vannak kiils§ kozos érintéi, és ezek
metszik egymast, akkor a Monge-tétel bizonyitasat valtoztatas nélkiil elmondhatjuk. Tehat a Monge-tétel (az eredeti,
specialis formajaban) igaz hiperbolikus geometridban is.

Ha barmely két kor ,hasonlosagi pontjat” szeretnénk definidlni, kozos érint6k felhasznalasa nélkiil, akkor megte-
hetjiik, hogy a két korre kupokat illesztiink, és a sikot atdofjiik a kupok csucsait 0sszekotd egyenessel. (Ha a csticsokat
0sszekotd egyenes nem dofi a sikot, akkor nincs hasonlosagi pont.) Azt viszont mindenképpen meg kell indokolunk,
hogy a szerkesztésiink kiillonboz6 meredekségi kipok esetén is mindig ugyanazt a déféspontot produkilja. Ez igazabol
sikbeli feladat; a kapok tengelyein keresztiil fektethetiink egy sikot, és csak ezzel a sikkal vett metszetet vizsgaljuk
(6. dbra).

2Giovanni Ceva (ejtsd: Cseva) olasz matematikus, 1647-1734
3 Alexandriai Menelaosz gorég matematikus csillagasz, Kr.u. kb. 70-140



Vegyiink tehat két tetszsleges kort, ki-et és ko-t a X sikban; ezekhez szeretnénk igazolni, hogy a hasonldsagi pont
nem fiigg a 3 és a kupok alkotéi kozotti ¢ szogtsl. Vegyiink fel egy harmadik kort, ks-at, amely kisebb, mint az elsé
kettd, agy, hogy a harom kor kézéppontja ne essen egy egyenesre, ks-nak a ki-gyel és ko-vel is legyenek kiils6 kozos
érintGi és ezek el is metsszék egymast a Hys, illetve a Ho3 pontban.

Most illessziink tetszélegesen egy-egy kupot a k; és ko korokre, amelyek alkotoi ugyanakkora ¢ szoget zarnak be
a ¥ sikkal; ezek cstcsai legyenek Ajp, illetve As. Illessziink egy harmadik kapot a ks korre ugyanazzal a ¢ szoggel,
ennek csucsa legyen As (7. dbra). (Megjegyzés: hiperbolikus geometridban nem lehet barmilyen korre béarmilyen ¢
szoggel kupot szerkeszteni, mert az alkotdk nem feltétleniil metszik el a kip tengelyét; de az igaz, hogy ha a ki és ko
korokhoz létrejon a megfelels kap, akkor a naluk kisebb ks-hoz is.)

Ay

7. dbra

Mar lattuk, hogy az A; As egyenes atmegy a His ponton, és az AgAs egyenes dtmegy Hog-n. Az A; Ay egyenes
benne van a kupok tengelyére fektetett O1A102A5 sikban és a Hy3Ho3As sikban is. Ezeknek a metszésvonala a 2.
sikkal az 0104, illetve a H13Hs3 egyenes, egyik sem fiigg a ¢ sz0g nagysagatol.

Ha az O104 és Hi3H33 egyenesek metszik egymast egy Hi2 pontban, akkor Hi5 a harom siknak kézos pontja, tehat
rajta van a harmadik metszésvonalon, az A; As egyenesen is. Ilyenkor tehat a déféspont mindig létrejon és ugyanaz.
Ha pedig az 0102 és Hy13Has egyenesek parhuzamosak (nem metszik egymast), akkor a harom siknak nincs kozos
pontja, és igy A; Ay metszésvonalnak nem lehet pontja a ¥ sikban.

Tehat, a ¢ nagysagatol fiiggetleniil, az A; Ay egyenes vagy mindig dofi a X sikot, és mindig ugyanabban a Hi
pontban, vagy pedig semmilyen ¢ esetén sem dofi, és ilyenkor nem jon létre a ,hasonléségi” pont.

GOmbon: hasonlésagi atmérd

A gombfeliileten két korvonal k6zos érint6i f6korok, amelyek a gomb két egymaéssal atellenes pontjaban metszik
egymast. Ezért hasonldsagi pontok helyett ,hasonlosagi atmérékrsl” fogunk beszélni.

El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor a korok sugara kiilonbozs, és a kozos érintSk léteznek. Legyen ky és ko
két, f6kornél kisebb korvonal az O kozéppontu B gombfeliilleten, amelyekhez 1étezik két f6kor, amely érinti mindkét
kort agy, hogy k1 és ko a f6koroknek ugyanazon az oldalain van. A két érintG f6kor metszéspontjait jelolje Hy és Ho,
az érintési pontokat az egyik kozos érintén 77, illetve Ts, a masik érint6 f6koron Uy és Us. A két korvonalra illessziink
egy-egy ,békaszemet”, azaz olyan Gy, illetve Go gombot, amely merdlegesen metszi B-t, és legyen H a két békaszem
kiils6 hasonlosagi pontja (8. dbra).

8. dbra



Vegyiik észre, hogy a szemgolyokat érinti a H17T17T5H, f6kor és a gomb OT7, illetve OT» sugara is, ezért a szemgo-
lyokat az H1T1T5H, sik is érinti, és a két szemgolyé a siknak ugyanazon az oldalan van. Ezért a H hasonlésagi pont
ebben a sikban van; s6t, a két érintési pontot 6sszekotd 1175 egyenes atmegy a H ponton. Ugyanigy lathatjuk, hogy
a HU Uz Hy sik, és benne az U;U> egyenes is &tmegy H-n.

A H\ThT5Hs és a HHU Uy Ho siknak O, Hy, Hs és H is kozOs pontja, tehat ez a négy pont egy egyenesen van. Azt
kaptuk, hogy a két koérvonal ,kiils6 hasonlosagi atmérdjének” egyenese dtmegy a korvonalakhoz tartoz6 békaszemek
kiils6 hasonl6sagi pontjan.

Az altalanos esetben nem feltétleniil léteznek a kdrvonalak kozos érinté f6korei. Szerencsére a békaszemek most is
segitenek, és 3-dimenzidés gombi geometria helyett elég a kupok tengelyére illeszked?d ,sikon”, azaz gdombfeliileten beliil
dolgoznunk.

Legyen c a két kor centralisa, vagyis az a f6kor, amely atmegy a ki és ko kozéppontjan; a két korrel vett metszés-
pontok legyenek A és B, illetve C' és D. Valasszunk egy tetszéleges ¢ hegyesszoget, és a 6. Abrdhoz hasonloéan, az AB
és C'D szakaszokra, a c-nek ugyanazon az oldalan, rajzoljunk olyan egyenls szart ABFE és CDF gémbhéaromsziogeket,
amelyekben FAB< = ABE< = FCD< = CDF< = ¢; ezek a haromszogek felelnek meg a két korvonalra emelt
kupoknak. A kupokat Osszekots egyenesnek az EF f6kor felel meg; legyen az EF f6kor és ¢ két metszéspontja H
és H2.

Vegyiik fel ismét a G; és Gy békaszemeket, a kézéppontjuk legyen Oq, illetve O,. Metssziik el a békaszemeket a ¢
sikjaval, és a metszetkdrokre emeljiink olyan kupokat, amelyek alkotoi a ¢ sikjaval ¢ szoget zarnak be. A két kup
csticsai legyenek F', illetve F'.

Az AE' szakasz érinti az AFE fokorivet, ezért O, A, E és E’ egy sikban van. Hasonléan O, B, E és E' is egy sikban
van; ennek a két siknak O, E és E’ kozos pontjai, tehat egy egyenesen vannak. Ugyanigy latjuk, hogy O, F és F is
egy egyenesen van (9. dbra).

9. dbra

Tekintsiik ezek utan az 0102, Hy Ho és E'F’ egyeneseket. Mint lattuk, az E'F’ egyenes és a H1 Ho egyenes is az EF
fokor sikjaban van; az 0109 és a HiH» is a c sikjaban, végiil az 0102 és az E'F’ is a két kap tengelyére illesztett
sikban. A harom egyenes tehat vagy egy ponton megy &t, vagy parhuzamosak.

Ha k; és ko kiilonbdzd sugari, akkor a két kup is kiilonbozé mérett, és az E'F’ és 010, egyenesek a két kup,
egyben a Gy és Go békaszemek kiils§ hasonlosagi pontjaban metszik egymast, tehat a Hy Ho egyenes is dtmegy ezen
a ponton.

Ha k; és ko sugara ugyanakkora, akkor a két kup is ugyanakkora, tehat E'F’ parhuzamos az O10, egyenessel.
Ebben az esetben H;Hs is parhuzamos a G; és Go békaszemek centralisaval.

Tehat a HyHs atmérs nem fiigg a ¢ valasztasatol; a hasonléségi atmérd kiilonbozé sugara korok esetén atmegy
a békaszemek kiils6 hasonlosagi pontjan, egyenld sugart kordk esetén parhuzamos a békaszemek centralisaval.

A Monge-tétel a g6mboén

Most mar minden készen all ahhoz, hogy bebizonyitsuk a Monge-tétel gombi megfelel§jét.

Monge-tétel a gombon. A gombfelileten barmely hdarom (a fékérnél révidebd) kirvonal hasonldsdgi atmérdi egy
fékorin vannak.

Elgszor vizsgdljuk azt az esetet, amikor a harom koérvonal sugara kiilonb6z6. A gomb kozéppontjat jeloljik O-
val. Legyen ki, ko és ks harom tetszGleges korvonal, a hozzajuk tartozd békaszemek legyenek Gi, Go, illetve Gs,
a kozéppontjaik O, Oo, illetve O3, a paronként vett kiils6 hasonlosagi pontjaik Hy2, His és Hag (10. dbra).



10. dbra

Ha a szemeket elmetssziik az 010203 sikkal, éppen a Monge-tétel abrajat kapjuk; a Monge-tétel szerint Hio, His
és Hog egy egyenesre esik. Akkor viszont a B gombnek a harom hasonlésagi ponton atmend atmérsi, az OHyo, OH;s3,
illetve O Hs3 egyenesek, mind az OHy2 H13Ho3 sikban, vagyis egy f6korén vannak.

Ha a harom korvonal koziil valamelyik kett6, példaul k1 és ko ugyanakkora, akkor a hozzajuk tartozé békaszemek is
Hy301 _ra 12 Hy02
Hi305 13 13 Ha303
miatt a Hi3Hs3 egyenes parhuzamos a O; 05 egyenessel. De akkor k; és ko hasonlosagi atmérgje parhuzamos O 02-vel
és H13H23—mal, tehat az 0H13H23 sikban van.

Végiil, ha mindharom korvonal sugara ugyanakkora, akkor mindhéarom hasonlésagi atmérs parhuzamos az 010203

sikkal, igy ilyenkor is egy sikban, vagyis egy f6koron vannak.

ugyanakkorék, és a Hi> pont nem jon létre. Ha a békaszemek sugara r; = ro és r3, akkor

Feladatok

1. Két pontbol rajzoljunk harom-hirom félegyenest gy, hogy barmely két, kiilonb6z6 pontbdl indul6 egyenes
elmetssze egymést. Ezek a félegyenesek négy négyszoget hataroznak meg. Igazoljuk, hogy ha ezek koziil valamelyik
harom érinténégyszog, akkor a negyedik is az (11. dbra).

11. dbra

2. Bizonyitsuk be a Ceva-tételt kozvetleniil, térbe kilépéssel.
3. Irjuk fel és bizonyitsuk be a Ceva- és a Menelaosz-tétel gombi megfeleléit.

4. Az ABCD négyszog AB oldalan adott egy P pont. Legyen w a CPD haromszog beirt kore, a kézéppontja I.
Tegyiik fel, hogy w érinti az APD és BPC haromszogekbe irt koroket a K, illetve az L pontban. Legyen az AC és
BD egyenesek metszéspontja F, és legyen az AK és BL egyenesek metszéspontja F'. Bizonyitsuk be, hogy E, I és F
egy egyenesre esik. (IMO Shortlist, 2007/G8)



