I. rész

1. a) A bal oldali bran egy 1 cm oldalhosszi négyzet és rajta egy 1 cm oldalhosszi szabdlyos hdromszdg ldathatd.

Mekkora annaek o kérnek a sugara, amely dtmegy az A, B, E pontokon? (5 pont)
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b) A jobb oldali abran egy 1 cm élhosszi kocka és rajta egy olyan 1 cm élhosszi szabdlyos gula ldthatd, amelynek
minden oldallapja szabdlyos hdaromszog. Mekkora annak a gémbnek a sugara, amely dtmegy az A, B, C, D, E pontokon?
(7 pont)

Megoldas. a) Toljuk el DC'E szabalyos haromszogiinket a @ vektorral. A haromszog képe az eltolas utan az ABO
szabalyos haromszog (A = D', B = C’, O = E') lesz; emiatt OA = OB = 1. Masfel6l mivel O = E’ ezért OF = 1;
azaz, O pont az A, B, E koréirt korének a kézéppontja, és a kor sugara 1 cm.

E

E

b) Voltaképpen ugyanazt csinaljuk, mint két dimenzioban. Jeloljiik a kocka C ,folotti” csiucsat F-fel, és toljuk el

a térben a szabalyos gulankat az ﬁ vektorral. Ekkor a giila képe az eltolas utan az ABC DO szabéalyos gula lesz (ahol
O = E' az E pont eltolt képe). Mivel ABCDO a megfelels szabélyos gila képe, ezért AO = BO = CO = DO = 1,
mig O = E’ miatt EO = 1, azaz az O pont egyenld tavolsigra van A, B, C, D, E pontoktol, vagyis ezen pontok
koréirhat6é gombjének a kozéppontja, és a gomb sugara 1 cm.

Megjegyzés. A feladat megoldhato szamolassal is, de mi nem ezt az utat kovettiik.

2. Egy 2019 mezdbdl dllo jatéktablank van a kévetkezd abra szerint:

l1l2]3]a]5]1]2]..

(Az 1,2,3,4,5 szdmok vannak rajta ciklikusan, dsszesen 2019 hosszan.) Az 1-es mezdrdl indulunk, és minden
mezdrdl annyit lépink jobbra, amennyi az ott lévd szdm.

a) Osszesen hdanyra lépiink rd a mezdk kozil? (4 pont)
b) Mennyi azon mezdk szimainak 0sszege, amire nem lépink rd? (8 pont)

¢) A jdatékszabdlyokat a kévetkezéképpen mddositjuk: egy szabdlyos hatoldali kockdval dobunk, ha a dobds eredménye
az 1 €és 5 kozotti d szam, akkor az elsd mezd, amire ralépink az elsd d; mig ha a dobds hatos, akkor az elsd 1-esre
lépiink, és innentdl kezdve minden mezdrél annyit lépink jobbra, amennyi az ott lévd szdm. Az elsd szdz mezd kézil
vdrhatéan hdny mezét ldtogatunk meg? (4 pont)



Megoldas. a) Megvizsgalva az els6 par lépést azt kapjuk, hogy az els6 tizenegy mezd koziil rendre az 1 = 2 =
4 = 3 (ez mér a masodik 3-as) = 1 (ez mar a harmadik 1-es) léplink. Mivel innen ciklikusan ismétlédnek a mezdk,
tiz egymas utdni mezébdl pontosan 4-re 1épiink ra. 2019 = 201 - 10 4+ 9, azaz lesz 201 darab teljes ciklusunk, valamint
tovabbi 9 mezénk. Az utolsé 9 mezd kozil 4-re lépilink ra, igy Osszesen 201 - 4 + 4 = 808 mezdre 1épiink ra.

b) Egy teljes ciklusban a meg nem latogatott mezsk Osszege: 3+5+ 1+ 24445 = 20, mig az utolsé 9 mezs koziil
(hianyzik egy 5-0s a teljes ciklushoz) a meg nem latogatottak Gsszege csak 15. Azaz azon mezsk Osszege, amire nem
lépiink ra: 201 - 20 4+ 15 = 4035.

2 1
¢) A moédositott szabélyok szerint 6= 3 eséllyel az els§ 1-es mez6rol indulok, mig az elsd 2-es, ..., 5-0s mez6rol

1
indulas esélye —. Az 1-es, 2-es, 3-as, 4-es mez6rol indulva rendre ugyanazt az 1,2, 4, 3 ciklust kapjuk, csak az elején,

illetve a végén kiilonboznek. Ez alapjan 1,2, 3, 4-gyel kezdve az elsé 100 mezé koziil rendre 40, 39, 40, 38 mezdre lépiink
ra; mig az els6 5-6sbdl indulva pontosan az 5-6soket latogatjuk meg, igy Osszesen 20 darab mez6t. Innen a meglatogatott

mez6k varhato szamas:
2-404+39+40+ 38420 217

3. Piszkos Fred a kapitany hosszi tengeri utra indul hajojaval. Egy 100 literes hordoban tiszta alkoholt visz magdval.
Fred a hordobdl minden éjfélkor megiszik 5 liter lottyot, majd felmegy a hidra és a hajé kormdnykerekét eltekeri 30°-
kal. Ezek utdn visszavonul a kabinjdba és a kovetkezd éjfélig alszik. A matrozok minden nappal sordan feltéltik a hordot
esdvizzel, de a kormdnykerékhez nem nyilnak. Ha a hordd alkoholtartalma 50% ald csokken és a kapitdny iszik beldle,
akkor kijozanodik.

a) Az indulds utdn hanyadik éjfélkor jozanodik ki Fred? (4 pont)

Fred fogadott egy hordé rumba Watson kapitdnnyal, hogy az & hajdja gyorsabb, mint Watson fregattja. A verseny
dprilis elsején 23 ora 59-kor indult. A két hajo egyszerre indult el a nyugati irdnyban pontosan 10000 kilométerre
lévd kézds célpont, a Rejtd-fok felé. Watson hajdja dllando 8 csomd sebességgel haladt, mig Fred tekndje 6 csomdval.

(1 csomo sebesség megegyezik 1,85 Tm—val.) Fred amig részeg, minden pdros sorszami nap éjfélén balra tekeri 30°-kal

a kormdnykereket, mig a pdratlan sorszami napokon jobbra; amikor viszont kijozanodik, akkor azomnal a megfeleld
irdnyba dllitia a kormdnykereket (és a helyes irdnyt a tovdbbiakban tartja is). A jozan Piszkos Fred tovdbbd minden
éjfélkor képes a hajo aktudlis sebességét 10%-kal novelni (és ezt az egész kivetkezd nap tartani).

b) Melyik kapitdiny nyeri a fogaddst? (9 pont)

Megoldas. a) A feladat sz6vege alapjan az indulas id6pontjaban ag = 1 (azaz 100%) a hord6 alkoholtartalma.
Mivel minden tjabb id6pontban elfogy 5 liter 16tty, amit 5 liter 0%-os alkoholtartalmt vizzel poétoltak, igy n nap
mulva a hordé alkoholtartalmalz a0n5: 0,95™. A kapitany akkor jozanodik ki, ha a,, < 0,5 lesz. A megfelel6 egyenletet

n )
In 0,95
a3 > 0,5, de a4 < 0,5, azaz Fred pontosan az indulés utan két héttel jézanodik ki.

b) Elgszor szamoljuk ki, hogy az egyenletes sebességgel pontosan a cél iranyaba mozg6 Watson mennyi id6 alatt
éri el a Rejt6-fokot.

megoldva: 0,95" = 0,5 = n = ~ 13,51; mivel a 0,957 fiiggvény szigorian monoton csokken ez azt jelenti, hogy

vy = 8185 S — 148 Sy, - 000K

= ~ 675,68 h ~ 28 nap és 3,68 h
km ’ ’
h h 14,8 5=

alatt ér célba.
Most lassuk mit csinalt ekozben Fred. Fred sebessége kezdetben

k k
vp = 6-1,85 Tm - 11,1Tm = 5=11,124 = 2664 km-t

tesz meg 1 nap alatt Piszkos Fred. Hasznaljuk a kovetkezd dbra jeloléseit.

Rejt-fok 10000 km By
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Jelolje Py, P, P, ..., P14 Fred hajojanak a pozicidjat rendre a startnal, illetve 1,2,... és 14 nap mulva. Mivel

a parosadik napokon balra, a paratlanadik napokon jobbra forditja el a kormanyt Fred, ezért minden masodik nap
pontosan nyugat felé halad a hajo, illetve két ilyen napot ,,0sszevonva” egy olyan rombusz két szomszédos oldalan halad



végig Fred tekndje, amelynek oldalai 266,4 km hossztak és az altaluk bezart szog 150°. Innen két mésodszomszédos
éjfeli idépont pozicidja kozott (pl. Py és Pa, vagy Pia és Piy kozott) a tavolsag szamithato koszinusz-tétellel:
PyP§ = 266,4% 4 266,4% — 2 - 266,4 - 266,4 - cos 150° ~ 264 8598 =

= PyP; ~ 514,645 km.

Azaz két hét alatt Fred a starttol 514,645 - 7 = 3602,515 km-re keriilt és pontosan 15°-kal tért el a nyugati iranytol.
Szamitsuk ki egy ajabb koszinusz tétellel, mennyi Gt van még hatra (a pontos iranyt hagyjuk meg a Kapitanynak).

A héatraléve utra:

5% = 100007 + 3602,515% — 2- 10000 - 3602,515 - cos 15° ~ 43 382 869 =

= sp ~ 6586,567 km

at van még hétra két hét utan.
Lassuk, mennyi id6 alatt teszi meg a jozan Fred ezt az utat. Jeloljiik b,-nel a két hét utani n-edik napon Fred
hajoja altal megtett utat (kilométerben). Ekkor b, = 266,4 - 1,1""!. Az els6 n nap soran ekkor

11" -1
Sp=b1+ba+ ...+ b, =2664- ﬁ =2664(1,1" — 1) = 2664 - 1,1 — 2664 km-t

tesz meg. Azt keressiik, hogy mikor lesz s,, = 6586,567.
Sp = 2664 -1,1" — 2664 = 6586,567 = 2664 - 1,1 = 9250,567 =

9250,567
_ 9250567 W (Foer) s 061

=>11"=——=n=

: 2664 nl,1
Mivel az 1,17 fliggvény szigortian monoton névs, ezért ez azt jelenti, hogy (kijozanodasa utan) 13 nap alatt még nem
ér célba Fred, de a 14-dik, vagyis Osszességében a 28-dik napon mar eléri a Rejté-fokot.

Azaz Piszkos Fred nyeri a fogadast (és igy a hordé rumot), hiszen koriilbeliil egy nappal korabban ér a célba, mint
Watson.

a) Igazoljuk, hogy az A1 AsAs, a B1BsBs, valamint a C1C2Cs hdromszogek mind derékszogd hdromszdgek.

(4 pont)
b) Igazoljuk, hogy az As, By, Be, valamint a Bs, Cy, Cs, illetve a Cs, A1, Ay ponthdrmasok rendre egy-egy egyenesre
esnek. (8 pont)

c) A park épitésze egy kilonleges” helyre kutat szeretne firatni. Ugy tinik neki, hogy a parkot alkoté hdrom kor
egy kozos pontban metszi egymdst (ami eléggé killonleges lenne). Igaza van-e az épitésznek? Ha igen, pontosan hol van
ez a pont? (8 pont)

Megoldas. a) Az abra alapjan ugy ttnik, hogy a haromszogek olyan haromszogek, ahol a 2-es indexi cstcs szoge
derékszog, mig a mésik két csicsot Gsszekdts atfogd egyben a kor atmérdje is. Ezt fogjuk igazolni.

Az Ay, As pontok tavolsaga 10, az O4 felez6pontjuk koordinatai: O4(—2;—2). Ez a felez6pont pedig pontosan
5 tavolsagra van As-t6l, azaz ez a haromszog egyenlGszara és derékszogi haromszog, és a koréirt kor sugara 5.

Hasonloan a C, Cs pontok tavolsaga 6, az O¢ felezépontjuk koordinatai: O¢(2;4). Ez a felez6pont pedig pontosan
3 tavolsagra van Cs-t6l, azaz ez a haromszog is egyenlGszara és derékszogld haromszog, és a koréirt kor sugara 3.

Mig a B, Bs pontok tévolsdga Pitagorasz tételével: /82 + 62 = 10, az Op felez6pontjuk koordinatéi: Op(5; —3).
Ez a felez6pont pedig pontosan 5 tévolsdgra van Ba-t6l, azaz ez a haromszog is derékszogld haromszog (de nem
egyenlszara), és a koréirt kor sugara 5.

b) Azt fogjuk hasznalni, hogy ha a P, @), R pontokra igaz az, hogy ]@ =c- ﬁ valamely ¢ valés szamra, akkor
a harom pont egy egyenesre esik.

— oo

Az As, By, By pontokra: A3By = (3;1), mig AsBy = (12;4) = 4 - A3By, azaz A3, By, Bs valoban egy egyenesre
esnek.

A Bs, C1, C5 pontokra: L?Cl) = (—4;4), mig m =(-7;7)=
esnek.

A C3, Ay, Ay pontokra: CTA; = (=1;-1), mig CTA; = (—6;—6) = 6-C3—Al>, azaz a Cs3, Ay, Ay pontok is egy
egyenesre esnek.

¢) Az a) pont alapjan a korok egyenletei rendre: ka: (z42)° 4+ (y +2)> = 25; kp: (x —5)° + (y +3)° = 25;
kot (x—2)°+ (y—4)°=9.

Szamitsuk ki k4 és kp metszéspontjait. Ezekre a metszéspontokra igaz:

—
- B3, azaz a Bs, C7, Cy pontok is egy egyenesre

eI

(+2)"+(@y+2) = (2 -5)"+(y+3)" =
Sl tdr+A4+ P Ay +4 =2 — 100+ 25+ 9> +6y+ 9=
= 14 — 26 =2y =y = Tx — 13.



Ezt a (hatvanyvonal) egyenletet visszahelyettesitve mondjuk k4 egyenletébe kapjuk:

(z+2)°+(Te—11)° =25 = 22 + 4z + 4 +492° — 1542 + 121 — 25 = 0 =
= 502% — 1502+ 100=0= 2> -3z +2= (v — 1)(z — 2) = 0.

Innen a k4 és kp korok metszéspontjai: (1; —6) és (2;1).

Ha ezek koziil barmelyik rajta van a harmadik koron, akkor készen vagyunk. Vizsgaljuk meg, hogy a (2;1) pont
koordinatai teljesitik-e a harmadik kiregyenletet. (2 —2)* + (1 —4)> = 02 + (—=3)> = 9, azaz ez a metszéspont rajta
van a ko koron is (a mésik metszéspont nincs rajta).

Ezzel megvagyunk, a harom kor valoban egy kbzos pontban, a (2;1) pontban metszi egymaést.

II. rész

5. a) Adjuk meg a h(x) = cos2x — sin2x + 2sin’x + 1 fiigguény szélséértékeit. Hol veszi fel a szélséértékeit
a fiigguény? (6 pont)
b) Legyen f(x) = 2% — 2z + 2, mig a gn(x) a kivetkezdképpen definidlt fiiggvény-sorozat:

g1(@) = f(x);  gn(z) = f(gn-1(2)) (han>2).

3
Adjuk meg 92019(5) tizedesvesszd utani elsd 100 szdmjegyét. (10 pont)
Megoldas. a) A duplaszogek addicios képleteivel:

h(x) = cos 2z — sin 2z 4 2sin’z + 1 =

= cos? x — sin?

. . . 2
= cos?x — 2sinzcosx + sin x + 1 = (cosx — sinz)” + 1.

x —2sinzcosz 4+ 2sin?z+ 1=

Mivel (cosz — sinz)® > 0, ezért h(z) > 1 és ezt az 1 minimumértéket h(z) fel is veszi mindeniitt, ahol cosz = sinz =
T
$:Z+1€7T(I€EZ)

Maximum ott lehet, ahol a j(z) = cosx — sinz kiilonbségnek pozitiv maximuma, vagy negativ minimuma van.
Derivaljuk a j(z) figgveényt:

tgx = 1, azaz a minimum helyei:

j'(z) = —sinz — cosz,
3
j(@)=0&sine =—cosz & tgr=—-1 0= f—i—k-w (kez).

,Minden” esetben j”(z) = —cosz + sinz # 0, azaz ezek valodi szélsGeértékei j(z)-nek, és mivel ezeken a helyeken

2
lj(z)] =2- % = /2, ezért minden ilyen helyre (cosz —sinz)” +1 = j%(z) + 1 = (\/5)2 +1=23.
Azaz h(xz) maximuma 3 és a maximumaénak helyei: z = %T +k-7(kez).

b) Irjuk fel f(z)-t f(z) = 2® — 22 +2 = (z — 1)* + 1 alakban, és vizsgaljuk meg a g1(z), g2(x), gs(x), . . . fiiggvények

3 3 3 > 1 1

(ezt ne is alakitsuk tovabb);

értékeit © = §—nél.

Mivel




. 3 1 3 1
ezért adodik, hogy gn(§) =5 + 1, azaz 92019(5) = 5 + 1.

1
Vizsgaljuk csak W—t.

1 1 1 1
0< 922019 < 22019 2334 10100

1 1 3
(ez utobbi 1024 = 2'% > 10% = 1000 miatt igaz); azaz gz € 18Y Sz + 1= 92019(5) tizedesvesszG utani els6 szaz
jegye mind 0.
6. Néhdny vegyianyag-szdllité kamionban kilonféle koddal (A, B,C, D, E, F,G, H) elldtott palackokat szdllitanak.

A robbandsveszély miatt bizonyos palackokat nem szabad egyiitt szdllitani. Ezeket a tiltasokat” a kovetkezd tdbldzat
tartalmazza:

Vegyi anyag cimkéje: A B C D
Ezzel nem szdllithato: B, E,F ACG B, E.H FG
Vegyi anyag cimkéje: E F G H
Ezzel nem szdllithato: | A,C,F,H | AAD,E,G,H | B.D,F,H | C,E,F,G

a) Legaldbb hdny kamion kell, ha minden anyagbdl pontosan egy-egy palackot kell elszdllitanunk? (Minden kamionba
legfeljebb négy palack fér el.) (6 pont)
b) Hany kamion kell, ha minden anyagbdl pontosan 5-5 palackot kell elszdllitani? (Most is minden kamionba leg-
feljebb négy palack fér el.) (6 pont)
c¢) Véletlenszerien kivilasztva két kilonbozd palackot mennyi az esélye annak, hogy azokat nem tehetjik eqy kami-
onra? (4 pont)

Megoldas. a) Rajzoljuk meg a feladat grafjat (két vegyianyag-kodot akkor kotiink Ossze, ha a két palack nem
szallithato egyiitt).

F B

A,

@

A B

Szinezziik ki a graf csicsait agy, hogy barmely két olyan csics, amit él kot Ossze, kiilonb6z6 szint kapjon. Meg-
mutatjuk, hogy barmely ilyen szinezéshez legalabb négy szin kell (azaz a graf csucs-kromatikus szédma 4), ami azt
jelenti, hogy legalabb négy kamion kell a palackok szallitdsdhoz. Indirekt tegyiik fel, hogy a graf cstcsai 3 szinnel jol
szinezhetGek. Ekkor a teljes 3-klikket alkoto F'y G, H cstcsoknél ezt a harom szint fel is kell hasznélnunk. Legyen F', G,
H szine rendre z0ld, piros és kék; (innen fonalasan) = E szine csak piros, D szine csak kék, C szine csak z6ld, B szine
csak kék lehet (mert mindegyiknek van masik két szind szomszédja). Ekkor viszont A csticsnak lesz piros (F), kék (B)
és z0ld (F) szini szomszédja is, vagyis A megszinezéséhez sziikséges egy negyedik szin is. Ezzel igazoltuk, hogy a graf
csucs-kromatikus szama legalabb 4; 4 szinnel pedig (mondjuk A-t sarganak valasztva) a csicsok jol szinezhet&ek.

Az eddigiek alapjan a szallitashoz legalabb 4 kamion kell (az azonos szinekkel jelolt palackok keriilnek egy kami-
onba). Egy lehetséges szétosztas:

1. kamion | 2. kamion | 3. kamion | 4. kamion
A B,H,D C,F E.G

b) Mivel 40 palack van, ezért minimum 10 kamion kell. Ez viszont elég is, ahogyan a kovetkez6 tablazat mutatja
(nagyon sok kilonbozé megoldds lehet).

1. kamion | 2. kamion | 3. kamion | 4. kamion | 5. kamion
AAAH BBBB cccoce AACD DDDD
6. kamion | 7. kamion | 8. kamion | 9. kamion | 10. kamion
BEEF EFEEG FFFF GGGG HHHH




¢) A feladat grafjaban 14 él van (a téblazatbeli bejegyzések szama 28, de a szimmetria miatt ez 14 péart jelent);
azaz pontosan 14 par olyan palack van, amik nem keriilhetnek 6ssze. Innen a kérdéses valoszintség:

_ ykedvez&” parok széma 14 14 1

© Osszes parok szama @ T8 2

7. Egy cég gyémdnt alaki emblémdja olyan itszég, melynek csicsai egy szabdlyos hétszig megfeleld (Py, Py, P, Py,
Ps) csicsai (ldsd jobb oldali abra).

P P P P

Py P Py P

Py P;

Py B

A ¢ég 10000 darab az emblémdval ellatott kitizdt rendelt. A nyomdai kéltségekben két tétellel kell kalkuldlni: 10 000
centiméternyi vonal megrajzoldsa 50 eurdba keril, mig 10000 cm?-nyi terilet besatirozdsa 200 eurdba.

a) Mennyi lesz a 10000 kitdz6 nyomdai kéltsége, ha a szabdlyos hétszdg egy-egy oldala 2 cm hosszi? (10 pont)

b) A cég pidrosa gy taldlta, hogy az embléma nem elég szines. Szeretné a gyémdnt 5 dsszefiiggd részében megjeleni-
teni a piros, a fehér és a zold szineket. Hanyféle kilonbozd ilyen hdrom szind emblémdt kaphatunk, ha azt szeretnénk,
hogy az élben szomszédos részek szine kilonbozd legyen, valamint mind a hdrom szin meg is jelenjen az emblémdban?
(6 pont)

Megoldas. a) Szamitsuk ki a szabalyos hétszog kétféle atlojanak a hosszat. Koszinusztétellel:

o

900
P1P32:22+22_2,2.2.C0S %127988:>P1P3%376047

mig
900° 4
- 3) ~ 20,196 = P Py ~ 4,494.

P1P42_22+P1P32—2-2-P1P3-cos<
Innen a vonalak megrajzolasanak koltsége:
~(3-244-3,604+4,494) - 50 = 24,91 - 50 = 1245,5 eurd.

Kiszamoljuk a satirozott részek teriileteit is. A P} Py és P> Py metszéspontjat jeloljik O-val. P,PsO olyan egyen-
180°

16szara haromszog, melynek P, P; alapja 2 cm hossza, mig alapjan fekvs szogei nagysaga: ——, innen az alaphoz

7
OO
tartozé m magassagra: tg ( ) =m ~ 0,4816 és igy
2-0,4816
Tp,p,0 & ’T = 0,4816.
P, P. 4,494
A P, P,O haromszog pedig hasonld P, PsO-hoz, és a hasonlosag aranya éppen \ = Pl P4 ~ ’2 = 2,247, innen
2173

Tp,p,0 = 2,247%.0,4816 ~ 2,4314. Innen a satirozas koltsége: ~ (0,4816 + 2,4314) - 200 = 582,6 euro.

Azaz a nyomdai 6sszkoltség hozzéavetSlegesen: 1245,5 + 582,6 = 1828,1 eurd.

b) Jeloljiik lentrol felfele a részeket Ry, Ra, Rs, R4, Rs-tel (R az az egyetlen rész, amelynek 3 szomszédja van,
az Rs, Ry részek az egybevagd kisebb haromszogek.)

— Ry kitoltésére 3 lehetdségiink van.

— Ha ekkor Rj3 és Ry szine kiilonb6z6 (ez kétféleképpen lehetséges), akkor Ry szinénél nincs valasztési lehetGségiink,
ugyanazt a szint kapja Rs, mint Ry; viszont R;-re két kiilonb6z6 szint is valaszthatunk. Az esetek szama itt 3-2-1-2 = 12.

— Ha azonban R3 és Ry szine azonos (ez is kétféleképpen lehetséges), akkor eddig csak két szint hasznaltunk fel, azaz
vagy R1, vagy Rs (vagy mindkettd) szine a harmadik szin kell, hogy legyen. Ha csak R; kapja a harmadik szint, akkor
R5 szine egyértelm, hasonléan ha csak Rs kapja a harmadik szint, akkor R; szine egyértelm, és az is egyértelmd eset,
ha mindkét teriiletet a harmadik szinnel szinezem (ez igy Osszesen haromféle lehetséges szinezés); azaz ezen az agon
323 =18 lehetséges eset van.

Osszesen tehat 12 + 18 = 30-féleképp lehet kiszinezni az emblémat.



8. Egy specidlis tropusi halaknak vald felil nyitott, alul és oldalt tiveg akvdriumot épitink. Az akvdrium paramétereire
EU-eldirasok alapjan a kovetkezdknek kell teljesilnie:

— Az akvdrium térfogata 1 m> kell, hogy legyen;

— az akvdrium alapja olyan téglalap, melynél az oldalak ardnya 1 : 2;

— a négy oldalfal olyan tivegbdl készil, melynek dra 90 eurd négyzetméterenként;

— az akvdrium also lapja pedig olyan tGvegbdl készil, melynek négyzetmétere 120 eurdba keril.

Milyennek vdlasszuk az akvdrium éleit, hogy a lehetd legkevesebb legyen az anyagkdltség, és az hdny eurd lesz?
(16 pont)

Megoldas. Jeloljiik az akvarium alaplapjanak oldalait x,2z-szel (a 2. feltétel alapjan), mig a magassagat y-nal.

1
Ekkor a feltételek alapjan V =222y =1 ==y = o Az anyagkoltségfiiggvényt f(z, y)-nak nevezve pedig teljesiil:
x

fz,y) = 22% - 120 + 2(2xy) - 90 + 2(xy) - 90 = 240> + 540zy.

Ennek a koltségfiiggvénynek szeretnénk a (lokalis) szélsGértékeit megtalalni.

1 270

f(z,y)-ba behelyettesitve y = @—t a koltsegfiiggvény mar csak x-tél fiigg: f(z) = 2402% + -
270
f/(fZ?) = 480x — F,

270 270 27 3
() =0 4800 = = = 2% = “— = /5= = —— ~0,8255.
f(x) & T = = 150 T B2 ,
540

Vizsgaljuk meg f(x) masodik derivaltjat is: f”(z) = 480 + = > 0, azaz a fiiggvénynek a kapott helyen valéban
lokalis minimuma van. Szamoljuk ki y-t:
11 236
222 5. Y 9
43/36

Azt kaptuk, hogy az optimalis akvarium alapélei, illetve magassaga (méterben): = ~ 0,8255; 2z ~ 1,651; y ~ 0,7338
és ekkor a (minimalis) anyagkoltség: f(z,y) ~ 490,6 euro.

~ 0,7338.

a c
9. Hdny olyan 0 < — <1 és 0 < = < 1 (a,b,c,d € N1) nem egyszerisitheté kizénséges tort van, hogy az

(5) (1+3)

szorzat egész, valamint a + b+ ¢ + d = 1007 (16 pont)

Megoldas. Mivel %, 2 0 és 1 kozé esik, azért 1 < (1 + %) (1+ 2) < 4, azaz a szorzat csak 2, vagy 3 lehet. A két

esetet kiilon vizsgéljuk.
Ha

a c c 2b c 2b b—a
1 —)(1 —):2 T N .
(+b i Tt aT s T d ato P

Ha a tortek nem egyszerisithetGek, akkor ¢ = b — a, és d = a + b kell, hogy teljesiiljon, rdadasul a-nak és b-nek
C
kiilonb6z6 paritasunak kell lennie (mert kiilonben ¢ és d is péros, és igy p egyszertisithetd lenne).

Mivela+b+c+d=100=a+b+b—a+a+b=a+3b =100 = a = 100 — 3b. Innen ha b paratlan, akkor
a = 100 — 3b is paratlan; mig ha b paros, akkor a is paros. Ekkor viszont (barmelyik esetben) c=0b—a ésd=b+a is

c
péros ellentmondésban azzal, hogy a p tort nem egyszertsithets. Azaz ezen az dgon nem kapunk megoldast.

Ha
a c c 3b c 3b 2b—a
(+b T TN T e T T at P

Ha a tortek nem egyszertsithetGek, akkor ¢ = 2b — a, és d = a + b kell, hogy teljesiiljon.
Mivel a+b+c+d=100=a+b+2b—a+a+b=a+4b=100=b =25 — %. Innen a 4-gyel oszthat6 szam, mig

b nagyobb, de legfeljebb kétszer akkora (az eddigiek alapjan). A lehetGségeket a, b-re (és a szamolt ¢, d-re) soroljuk fel
egy tablazatban.




a b |c=2b—a|d=b+a

4 |24 44 28 a tortek egyszertisithetGek

8 | 23 38 31 c>digy ¢/d>1

12 | 22 32 34 a tortek egyszertisithet&ek

16 | 21 26 37 ez megoldas

20 | 20 20 40 a tortek egyszertsithetSek, illetve a > b

Vagyis azt kaptuk, hogy az egyetlen megoldas: a = 16, b = 21, ¢ = 26, d = 37.
Ezt leellendrizve (a, b illetve ¢, d valoban relativ primek)

(

16
14—
+21

) (145

26

)

(3T (63 _ 63 _,
—\21 37 21




