Hatvanyvonalak és hatvanysikok

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geometriai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom-
vagy akar még magasabb dimenziés objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

A harmadik részben korok hatvanyvonalaival és gombok hatvanysikjaival fogunk jatszani. Legyen a k egy korvonal,
a kozéppontja O, sugara r, és P tetszbleges pont a sikon, az O-t6l d tavolsdgra. Huzzunk P-n keresztiil egy e egyenest,
ami elmetszi k-t az A és B pontokban; a szeldtétel szerint a PA - PB elGjeles szorzat nem fiigg az e valasztasatol. Ezt
a szamot hivjuk a P pontnak a k korre vonatkoz6 hatvanydnak.

Az 1. dbran az O-n atmend szelordl leolvashatjuk, hogy a hatvany értéke PAg - PBy = (d — r)(d + 1) = d* — r°.
Ha P a koron kiviil van, akkor a szel6 két hatarhelyzete a két P-bd6l huzott érints, ezért ha az érintG szakaszok
hzossza2PT12: PT; =t, akkor a OPT) és OPT;, derékszogl haromszogekbdl is megkaphatjuk, hogy a hatvany értéke
t*=d* —r-.

2. abra

Ha nem egy, hanem két koriink van, ky és ko, és a kozéppontjuk kiilonb6zd, akkor azoknak a pontoknak a halmaza
a sikon, amelyeknek a két korre vonatkozé hatvinya egyenld, egy egyenes; ezt az egyenest hivjuk k; és ky hatvdnyvo-
naldnak. A hatvanyvonal meréleges a két kor centralisaral].

Térben, ha G és Gy két gdmb a térben, és a kozéppontjuk kiilonbozs, akkor azoknak a pontoknak a halmaza,
amelyeknek a két gombre vonatkozoé hatvanya egyenld, egy sik; ezt a sikot hivjuk G; és Go hatvanysikjanak.

Azt, hogy két kor hatvanyvonala egyenes, az iskolaban koordinatédkkal vagy vektorokkal szoktuk levezetni; felirjuk
az (z,y) pont hatvanyait a két korre, és vessziik a kett6 kiilonbségét. A kiilonbség egy kétvaltozos linearis fliggvény,
tehat egy egyenes egyenlete.

Miért egyenes a hatvanyvonal?

Az iskolai levezetésbdl tudjuk, hogy a hatvanyvonal egyenes, csak az nem teljesen vilagos, hogy miért. Lassunk egy
masik bizonyitast, amelybdl kozvetleniil deriil ki, hogy a kérdéses pontok tényleg egy egyenesen vannak.

Vegyiik fel a k1 és ko koroket a X sikban, és nevezziink egy P € 3 pontot érdekesnek, ha a P-b6l ki-hez és ko-hoz
hazott érint6 szakaszok egyenls hosszuak. (A definiciobol sajnos kimaradnak a korokon beliili pontok; a bizonyitasunk
csak a kiviil elhelyezkedd pontokra fog miikédni.) Konstrualunk egy egyenest, ami atmegy az Gsszes érdekes ponton.

Mlessziink a két korvonalra egy-egy gombfeliiletet, amelyek sugara ugyanakkora; a gombok legyenek Gy és Go,
kozéppontjuk K7, illetve Ko. A gdmboket tgy valasszuk, hogy K és Ko a X siknak ugyanazon az oldalan legyenek.

Tekintsiink tetszélegesen egy érdekes P pontot a ¥ sikban, és huzzunk P-bdl egy-egy érint6t a két korhoz; a két
érintési pont legyen T7, illetve To. A PT) és PT, egyenesek nem csak a két kort, hanem a két gdombot is érintik
(3. dbra).

Lcentralis: a kbzéppontokat 6sszekdts egyenes



3. dbra

A PK;T; haromszog egybevigd a PKoTs haromszoggel, mert K177 = KoTs a két gdmb kozos sugara, PT) = P,
az érdekes P pontbol a korokhoz huzott érinté szakaszok, és PT1 K<t = PTo Ko<t = 90°, mert a gombot érinté sza-
kaszok merGlegesek az érintési pontbdl huzott sugarakra. Ezért a haromszogek atfogoi is egyenlSk, PK; = PKa; ez
viszont azt jelenti, hogy a P pont a Ky K szakasz felez6 meréleges sikjaban van.

Jeloljiik a Ky K5 szakasz felez6 mercleges sikjat ®-vel. A K; és Ko pont valasztdsa miatt X nem lehet azonos ®-vel,
példaul mert @ felezi, mig ¥ nem is metszi a K7 Ky szakaszt.

Az érdekes pontok nem csak a ¥-nak, hanem a ® siknak is pontjai. Ez a két sik kiilonb6z6, tehat a kdzos résziik
vagy lres, vagy egy egyenes. Az érdekes pontok tehat, ha egyéltalan léteznek, a két sik metszésvonalan vannak.

Erdemes meggondolni, hogy a két sik mikor lehetne parhuzamos. A ® sik merdleges a KK szakaszra, ezért a két
sik parhuzamossaganak feltétele, hogy a K; K, szakasz is mer6leges legyen Y-ra. Ebben az esetben a két kdzéppont,
K, és K vetiilete X-n egybeesne, vagyis ki és ko koncentrikus? lenne.

Hatvanyvonalak nemeuklideszi geometriakban

Az el6bbi bizonyitast tobbféle iranyban is lehetséges kiterjeszteni, altalanositani. Az elsG, kézenfekvs irany a di-
menzi6 novelése. Térben, két gomb hatvanysikja mindig sik, és ezt ugy igazolhatjuk, hogy a gombfeliiletekre azonos
sugart, 4-dimenziés gdémboket illesztiink. Ezt ugyan nem tudjuk elképzelni és lerajzolni, de minden méas lépés gond
nélkiil miikodik.

Van egy masik irany, ami talan nem annyira nyilvanval6. A bizonyitasunkban csak haromszogek egybevagdsigat
és szimmetriat (szakaszfelez6 meréleges sikot) hasznéaltunk; nem volt sziikséglink parhuzamossagra és hasonlosagra.
Ezért a bizonyitas olyan geometriai struktirdkban is elmondhat6, ahol nincs parhuzamossag és hasonlésag.

A gombi geometrigban, az eddigi sik helyett, a pontok egy egységsugaria gombfeliilet pontjai, az egyenesek helyét
a gomb fgkorei veszik at. Két pont tavolsdga a pontokat Osszekots (rovidebb) f6koriv hossza. A gombfeliileten is
barmelyik két kérvonalhoz definidlhatjuk az ,érdekes” pontokat.

Ugyanaz az okoskodés a gombon is mikddik, persze a G; és Go gdmbdket egy 1-gyel magasabb dimenziéju gémbi
geometridban kell elhelyezniink; a bizonyitas végén azok a pontok, amelyek egyenls tavol vannak a K; és Ko pontoktol,
egy 2-dimenziés gombfeliileten vannak, és a két gombfeliilet metszete egy f6kor. Megint csak a személyes korlatainkkal
kell megkiizdeniink, amikor az elrendezést megpréobaljuk elképzelni vagy lerajzolni.

A hiperbolikus geometridk létezését egymastol fiiggetleniil Bolyai Janodd eés Nyikolaj Lobacsevszkiﬂ bizonyitotta
be, 6k publikaltak elGszor olyan geometriai rendszereket, amelyekben a szokasos euklideszi axiomak teljesiilnek, kivéve
a parhuzamossagi axiomat, ami helyett az igaz, hogy barmely egyeneshez barmely rajta kiviil fekvé pontbol végtelen
sok parhuzamost lehet hizni. (A nemeuklideszi geometriak kutatasaban Gaussna].ﬁ,is voltak publikilatlan eredményei.)

A Pitagorasz- és a szelGtételnek is léteznek megfelel6i a gombi és hiperbolikus geometridkban, ezért pont korre
vagy gombre vonatkozé hatvanyat is lehet képletekkel definidlni. Sajnos a Pitagorasz- és a szel6tételek nemeuklideszi
alakja kicsit kiilonbozik, és kiillonboz6 hatvanyfogalmakat tennének logikussa.

Az alabbi tablazatban Osszegytjtottem a Pitagorasz-tétel, pont korre vonatkozé hatvanya és a szelGtétel gombon
és a hiperbolikus geometridkban érvényes megfelelit. A k rogzitett pozitiv szam a hiperbolikus geometria paramétere
(egyfajta skalazas), r a kor sugara, d a pontnak a kézépponttol valo tavolsaga, x1, zo és t két egyirdnyu szelGdarab,
illetve a korhoz huzott érinté szakasz hossza. A ch és th a hiperbolikus koszinusz-, illetve tangensfiiggvény: chx =
et +e® 621 -1
——, the = —/——.
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2koncentrikus: a kzéppontjaik egybeesnek

3Bolyai Janos magyar matematikus, 1802-1860

4Nyikola,j Ivanovics Lobacsevszkij orosz matematikus, 1792-1856
5Carl Friedrich Gauss német matematikus, 1777-1855



Pitagorasz-tétel Hatvany def. szelGtétel (alternativ def.)

euklideszi ~ t? + 1% = d° d* —r? x1-xo = (d+7r)(d—1)
d d d—
gombi costcosr = cosd o tan 2L . tan 22 = tan T tan !
cosT 2 2 2
t r d ch ¢ T To d+r _d—r
hip. h—ch— =ch— b th=— -th=— =th th
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Ezekbdl a képletekbdl le lehet vezetni, hogy a hatvanyvonal egyenes, illetve f6kor, de az el6bb latott térbe kilépés
is miikodik: ugyanugy definidlhatjuk az érdekes pontokat, és elismételhetjiik a bizonyitast. A hiperbolikus eset végén
egyetlen furcsa kozjaték torténhet: a 3 és a @ sikok gy is lehetnek parhuzamosak, hogy a ki és ko kordk kozéppontja

kiilonb6z6; a hatvanyvonal ilyenkor nem jon létre (4. dbra).

g

4. dbra

Alternativ bizonyitas a gobmbon: a békaszem-modszer

A gbmbi esetben a nehézségeinket az okozta, hogy plusz egy dimenziot mar felhasznaltunk a gombfeliilet elhelye-
zéséhez, és a hdromdimenzios gombi geometridt mar csak a négydimenzios euklideszi térbe tudnank beagyazni. Most
mutatok egy olyan bizonyitast, amikor a kétdimenzios gombfeliiletbl a haromdimenzios euklideszi térbe lépiink ki,
igy nem lesz sziikségilink még egy dimenziéra. Az euklideszi tételeink kozil fel fogjuk hasznélni, hogy két kiillonbozd
kozéppontd gomb hatvanysikja egy sikfeliilet.

Legyen B egy O kozéppontu gombfeliilet, és rajta ki és ko két kiilonboz6, f6kornél kisebb korvonal. Nevezziik B egy
P pontjat érdekesnek, ha P-b6l a két korvonalhoz egyenls hosszisagu érinté f6koriveket lehet hizni. Azt szeretnénk

igazolni, hogy az érdekes pontok a B gémb valamelyik f6kdrén vannak.
Legyen Gy és Gy az a két gomb, amely k1, illetve ks mentén merdlegesen metszi B-t. (A B gomb a béka teste, G;

és Go a két szemgolyoja.)
Tekintsiink egy tetsz6leges érdekes P pontot a B feliileten, és legyen T3 és 15 egy-egy olyan pont a két korvonalon,

amelyre a PTy és PT, fokorivek érintik kq-t, illetve ko-t (5. dbra).

5. dbra

A G, gomb mer6legesen metszi B-t, ezért Gi-et érinti a B gdmb OT sugara; ezen kiviil a PT {6kor is érinti. Ezért
Gr-et érinti az OPT] sik és vele egyiitt a PTy szakasz is. Hasonl6an lathatjuk, hogy a PT5 szakasz érinti a G, gdmbdét.



A feltevésiink szerint P egy érdekes pont, vagyis a PT; és PT5 ivek egyforma hosszuak; ebbdl kovetkezik, hogy a PTy
és PT, szakaszok is egyforma hossziak. Tehat a P pontbol egyforma hossza érintét lehet hiizni a Gy és Go gombokhoz.
Ezért a P pont benne van a Gy és Go gombok hatvanysikjaban. Jeloljiik ezt a sikot ®-vel.

Vegyiik észre, hogy az O pontbdl a Gy és Gy gobmbokhoz huzott OTy és OTy érintsk is egyforma hossziaak, mert
a B sugarai. Tehat O is a ® sikban van. Az 6sszes érdekes pont a B gombfeliilet és a kézéppontjan atmend ® sik kozos
részében van, ami egy f6kor.

Azonos meredekségil kupok metszete

GOmbok hatvanysikjainak egy alkalmazasa a kovetkezd, jol ismert tétel.
Tétel. Ha két egyenes kérkuppaldst tengelye pdrhuzamos, és a nyildsszégik ugyanakkora, akkor a két kiup kdzos
pontjai egy sikban vannak.

(Ezt a tételt is konnyd lenne koordinatakkal bizonyitani, lasd a 3. feladatot).
Jeloljiik két kupot ICi-gyel és KCa-vel, és metssziik el a kupokat egy, a tengelyekre mer6leges 3 sikkal; a két metszetkor
legyen ki és ko. Legyen Gy és Go az a két gémb, amely ki, illetve ko mentén érinti a két kuppalastot (6. dbra).

6. abra

Tekintsiik a két kupnak egy kozos P pontjat. Ezen atmegy a kipoknak egy-egy alkotoja; legyenek ezek aq és as.
A k1 kOr és az a1 egyenes metszéspontja legyen T, a ke és as metszéspontja Ts. Az alkotok érintik a beirt gdbmboket,
tehat PTy a T; pontban érinti Gy-et, és P15 a Ty pontban érinti Go-t.

Mivel a két kup nyilasszoge ugyanakkora, a PT; és PT, szakaszok ugyanakkora szoget zarnak be a X sikkal.
Ezért PTy = PTs. A P pontbol tehat ugyanolyan hossza érint6t lehet huzni a két gobmbhoz, igy P a két gomb &
hatvanysikjaban van.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy Ky és Ko k6z0s pontjai mind a G; és Go gobmbok hatvanysikjaban vannak.

Vegyiik észre, hogy nem is hasznaltuk a kapok csicsait; a bizonyitas valtoztatds nélkiil miikédik egykdpenyd
forgashiperboloidokrall, ha a tengelyeik parhuzamosak, és az alkotdik ugyanakkora szdget zarnak be a tengelyekkel.

Ezt az allitast és a bizonyitédst is at lehet vinni nemeuklideszi geometriakba. A parhuzamos tengelyek helyett azt
kotjik ki, hogy van egy olyan ¥ sik, amely merélegesen elmetszi mindkét kip tengelyét, az egyenls nyilasszog helyett
azt irjuk eld, hogy a két kup alkotoi ugyanakkora szogben dofjék X-t.

A gbémbi valtozatban ismét csak a képzeletiink hataraiba titkoziink: Hogy képzeljiink el egy gémbi kuppalastot?
A hiperbolikus esetben az okozhat nehézséget, hogy a Gy és Go gombok nem mindig 1éteznek. Ezen ugy segithetiink, ha
a gombok helyett mas, allandd gorbiilett, de nem Osszezarddo feliileteket, tgynevezett horoszférdakat és hiperszférdikat
is hasznalunk. A hiperbolikus valtozat tovabbgondolasahoz tovabbi tanulasra is sziikségiink van.

Ajanlott irodalom

[1] Gombi trigonometriarol Obadovics Gyula: Matematika c. klasszikus zsebkonyvét (5.3.12-5.15. részek) ajanlom.

[2] Reiman Istvan: A geometria és hatarteriiletei c. kdnyve utolso fejezetében szerepel a hiberbolikus geometria egy,
a Beltrami—Cayley—Klein-féle modellre épiils felépitése.

Sforgasfeliilet, amit ugy kaphatunk, hogy egy egyenest (a hiperboloid alkotojat) korbeforgatunk egy téle kitérs tengely koriil



[3] H. S. M. Coxeter: A geometridk alapjai c. kdnyvében a 16. fejezet szol a hiperbolikus geometridkrol. Itt egy rovid

Feladatok

1. Médositsuk a békaszem-modszert; vizsgéljuk a szemgolyok helyett a két kdrvonal sikjait.

2. Modositsuk a békaszem-moddszert gy, hogy a szemgolydk a korokre illeszkeds, az O ponton dtmend gémbok
legyenek.

3. Legyenek H; és Ho egymastol kiillonbozs korkup vagy egykopenyi forgashiperboloid-feliiletek a térbeli derék-
sz0gl koordindtarendszerben tgy, a tengelyiik parhuzamos a z-tengellyel, és a két feliilet alkotéi ugyanakkora szoghen
dofik az zy koordinatasikot. Igazoljuk, hogy két feliilet egyenletének kiilonbsége linearis fiiggvény.

4. Bizonyitsuk be a gdmbi szelGtételt.

Sose feledjiik:

Ha békdval taldlkozunk, vizsgdljuk meg a szemgolydi hatvanysikjat!



