Vetités és inverzio

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geometriai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom-
vagy akar még magasabb dimenzids objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

A masodik részben olyan példakat vesziink sorra, amikor egy sikbeli alakzatot egy masik sikra vagy egy gombfe-
lilletre vetitiink egy pontbol. Az alakzataink pontokbol, egyenesekbdl és korvonalakbol fognak allni. Az 4j helyzetben
az abranak tovabbi szimmetriai lesznek, és szimmetriabol fog kévetkezni a bizonyitando6 allitas.

T6bbszor is hasznalni fogunk egy fontos geometriai transzformaciot, az inverzidt. Az inverzié legfontosabb tulaj-
donsagait a Filiggelékben foglaltam Gssze.

Korvonal vetitése korvonalra

A modszert elGszor a kovetkezd, a cikk el6z6 részébdl is ismert tételen mutatom be.

1. példa. Ha az ABCD érinténégyszog beirt kire az AB, BC, CD, DA oldalakat rendre az E, F, G, illetve H pont-
ban érinti, akkor az AC, BD, EG és F'H szakaszok egy ponton mennek dt.

A tételt az eddigi eszkozeinkkel is sokféleképpen be lehet bizonyitani (lasd az 1.a—1.c feladatokat), de most kovet-
kezzen inkdbb egy tjabb térbe kilépés. Jeldljiik k-val a beirt kort, és legyen K az EG és F'H hirok metszéspontja. Ha
akkora szerencsénk van, hogy K éppen a k kozéppontja, akkor rengeteg szimmetriat lathatunk az abréaban (1. dbra).
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Az EFGH négyszogben az EG és F'H atlok a kor atmérsi, a K kozéppontban felezik egymast és egyenls hossziak,
tehat a négyszog egy téglalap. A téglalap egyik szimmetriatengelye az EF és a GH oldalak k6z0s felezGmerdlegese.
Erre a tengelyre szimmetrikusak a kérhoz E-ben és F-ben huzott érinték is; ezek metszéspontja, B tehéat rajta van
a szimmetriatengelyen. Ugyanigy D is, és persze a téglalap kozéppontja, K is a tengelyen van. Ugyanezt a méasik
szimmetriatengelyre is elmondhatjuk, és igy latjuk, hogy a K ponton az AC' egyenes is dtmegy.

Az altalanos esetben azzal probalkozunk, hogy az abra ¥ sikjat a térben helyezziik el, és valamilyen O pontbol egy
maésik ¥ sikra vetitjiik at. Szokas szerint a kiilonboz6 alakzatok képét vesszével jelolve, a célunk, hogy a k kor képe,
k" az 1j sikon egy K’ kizépponta kérvonal legyen (2. dbra).

Ha ilyen vetités létezik, akkor a ¥’ sikban az el6bbi, szimmetrikus abrat kapjuk meg tdjra, és mar lattuk, hogy
az A'C', B'D', E'G’, és F' H' szakaszok mind 4tmennek a K’ ponton. Az O-bdl visszavetitve a pontokat az eredeti &
sikra, a bizonyitandé allitast kapjuk.

A bizonyitashoz sziikséges vetités mindig létezik, de ez nem magétol értet5ds; rovidesen mutatok ra egy lehetséges
konstrukciot.



Ugyanennek az Otletnek egy masik alkalmazasa a kovetkezd, néhany évvel ezel6tti KoMal-feladat.

2. példa. Az ABCD konvex érinténégysziogbe irt kor az AB és BC oldalakat az E, illetve az F pontban érinti.
Az AC dtlo a beirt kért a P és a QQ pontban metszi; a QQ pont az A és a P pontok kézdtt helyezkedik el. Mutassuk meg,
hogy a BD, EP és FQ egyenesek egy ponton mennek dt. (KoMaL A. 594., 2013. szeptember)

Megoldas. Az 1. példahoz hasonléan definidljuk a G, H és K pontokat, majd az egész dbrat ugy vetitsiik egy 0j
sikra, hogy a beirt kor képe korvonal legyen, és a kézéppontja a K’ pont. A vetités utdn az abra szimmetrikus a B'D’
egyenesre; specidlisan az E'P’ és F'Q’ szakaszok egymads tiikorképei, ezért a tiikrozés tengelyét, a B'D’ egyenest
ugyanabban a pontban metszik (3. dbra).
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3. dbra

Az abran még egy érdekes pontot megjeloltem: az I pont az EF és GH egyenesek metszéspontja. A vetités utan
ezek képei, az E'F' és G'H' parhuzamosak az A'C’ egyenessel, és konnyt meggondolni, hogy a vetitéshez hasznalt
OI egyenes is parhuzamos veliik. Ezért az I’ pont nem jon létre, vagy pedig gy is mondhatjuk, hogy — a X’ sikot
projektiv értelemben kiterjesztve — I’ ezeknek az egyeneseknek a kozos végtelen tavoli, idedlis pontja.

Erdemes a megoldashoz felhasznalt harom transzformacié egymas utanjat is megvizsgalni: el6szor a szimmetrikus
helyzetbe vetitiink, uténa tiikroziink a B’ D’ egyenesre, végiil visszavetitjiik a pontokat és egyeneseket az eredeti sikra.
Ez a transzformaci6 felcseréli az A-C, E-F, G-H, P-Q pontparokat, és fixen hagyja a BD egyenes pontjait. Az EF
és GH egyenesek dnmaguk képei, ezért a metszéspontjuk, az I pont is fix.

A szorzat transzformécionk a projektiv siknak egyfajta tiikkrozése. Egyenestartd, vagyis egyenesek képe egyenes,
van egy tengelye, amelynek minden pontjat énmagara képezi, és a tengelyen kiviil még egy fixpontja. A sik tobbi
pontjait parosaval egymasnak felelteti meg.

A projektiv transzformaciokrol, ezek osztalyozasarol (és féleg a latin neveikrdl) sokkal tobbet lehetne irni, de ez
most nem cél.

Korvonal vetitése korvonalra térbeli inverzioval

Még adosok vagyunk annak igazolasaval, hogy egy korvonalat és egy bels6 pontjat egy méasik kérvonalba és annak
kozéppontjaba lehet vetiteni.

1. lemma. Legyen k kirvonal a ¥ sikban, és K a kir egy belsé pontja. Ekkor létezik a térben olyan X' sik és
olyan, a két sikra nem illeszkedd O pont, hogy O-bol vetitve a k kér vetiilete a X' sikon szintén kérvonal, és ennck
a kérvonalnak a kozéppontja K vetiilete.

Bizonyitas. Hizzuk meg a k kornek a K ponton atmend egyik atmérgjét, legyen ez AB. A X sikra allitsunk
merdleges egyenest a K pontban, és valasszuk ezen az egyik olyan O pontot, amelyre AOB< derékszog. A K pont
merd&leges vetiilete az OA és OB szakaszokon legyen A’, illetve B’. Ezek a pontok mind az ABO héaromszdg sikjaban
vannak. Az OA'K B’ négyszdg téglalap, mert az O, A’ és B’ cstcsainal is derékszdge van. Legyen K’ a téglalap
kozéppontja; ekkor tehat az OK és A’ B’ szakaszok a K’ pontban felezik egymést (4. dbra).




Tekintsiik most az O kdzéppontt, K-n dtmend gombre valo inverziot; ez a k korvonalat egy k' korvonalba képezi.
Ennek az 1j kornek a sikja legyen X'.

Az OAK és OBK derékszdgi haromszogekben A', illetve B’ a derékszdgi csicsnak az atfogora esd vetiilete;
a befogotétel miatt OA - OA’ = OB - OB’ = OK?, tehat az A pont inverzié szerinti képe A, a B pont képe B'. A k’
kor tehat atmegy az A’ és a B’ ponton. A k kor merdleges az ABO sikra, ezért a k' is merdleges 14, tehat a k' kdrnek
az A'B’ szakasz atmérGje, és igy a K’ pont a k' kozéppontja. Az O pontbol vetitve a ¥’ sikra, a k kor vetiilete a &’
kor, a K pont vetiilete pedig k" kdzéppontja, K'.

Megjegyzés. Nem az imént megszerkesztett O pont (és X-ra valo tiikorképe) az egyetlen, amely eleget tesz az 1. lemma
feltételeinek. Végtelen sok lehetséges vetitési kozéppont létezik, ezzel kapcsolatban lasd a 485. oldalon a B. 5060. feladatot.

Korok vetitése gombfeliiletre

A tovabbiakban két olyan példa kovetkezik, amelyekben egyeneseket és korvonalakat vetitiink a sikbol egy gomb-
feliiletre.

Ha a sikot invertaljuk egy kiils6 pontbdl, a sik képe egy gombfeliilet, egyediil az inverzi6 polusa nem &ll el6 képként.
Ezt a kolcsonosen egyértelmi megfeleltetést sztereografikus projekcionak is hivjuk. A sikbeli egyeneseknek és koroknek
a gombfeliileten korvonalak felelnek meg; az egyenesek megfelel6i azok a korvonalak, amelyek atmennek az inverzid
polusan. (5. dbra)

5. dbra

A projektiv sikhoz hasonléan, a sikot kiegészithetjiik egyetlen idealis ponttal, ami az inverzié polusanak felel meg.
A sik minden egyenese dtmegy ezen az ideélis ponton. Az igy kapott rendszert hivjuk inverziv siknak.

A példainkban két, k6zos pont nélkiili korvonalat vagy egy kort és egy egyenest fogunk a gémb két parhuzamos
korvonalara vetiteni. A kovetkez6 lemma szerint ez mindig lehetséges.

2. lemma. a) Ha k egy kérvonal és e egy egyenes a ¥ sikban, és nincs kézos pontjuk, akkor ezekhez létezik a sikon
kivil olyan O pont, hogy O-bdl invertdlva, a k és e képei pdrhuzamos sikokban fekszenek.

b) Ha ky és ko két, kozds pont nélkili korvonal a X sikban, akkor ezekhez létezik a sikon kivil olyan O pont, hogy
O-bol invertdlva, a k1 és ko képei parhuzamos sikokban fekszenek.

Bizonyitas. Mindkét allitashoz hasonlo konstrukciot mutatunk, mint az 1. lemma bizonyitédsaban.

a) Legyen AB a k kor e-re meréleges atmérdje, E az e és az AB egyenes metszéspontja. Az A, B pontokat valasszuk
olyan sorrendben, hogy B az AE szakasz belsejében helyezkedjen el. Allitsunk B-n keresztiil egy Y-ra mercleges
egyenest, és legyen ezen O olyan pont, amelyre AOE< = 90°. A B pont mer6leges vetiilete az OA és OF szakaszokon
legyen A’, illetve E'. Az OA’ BE' négyszog téglalap (6. dbra).

6. dbra



Tekintsiik most az O kdzéppontt, B-n dtmend gémbre vonatkozo inverziét. Az A, B, E pontok képe rendre A’,
B’ illetve E’, a ¥ sik képe az OB atmérsjd gdmb. A k és e képei az A'B, illetve OE’ egyeneseken keresztiil, az ABO
sikra &llitott merc6leges sikokban fekszenek, amelyek parhuzamosak egymaéssal.

b) Ha a két kor egymason kiviil fekszik, akkor messe a két kor centralisa a két korvonalat az A, B, illetve C, D
pontokban, ebben a sorrendben. A ¥ sikra merglegesen vegyiik fel az AC' és BD félkoroket, ezek metszéspontja legyen
O. Legyen O mer6leges vetiilete a sikon T, és legyen T meréleges vetiilete az OA, OB, OC, OD szakaszokon rendre A’,
B', ', illetve D'. Az O kdzéppontt, T-n dtmend gdombre vonatkozo6 inverzié a ¥ sikot az OT atmérdjd gombre képezi,
ezen beliil az A, B, C, D pontok képe rendre A’, B’, (', illetve D'. Mivel A’/OC’'< = B'OD'< = 90°, a gdmbnek
A'C’ és B'D’ atméréi; emiatt A'B'C’' D’ is téglalap. A ki és ko korok képei az A'B’ és C'D’ atmérsjt, az ABO sikra
mer6leges korok, amelyek tehat egyenls sugariak, és egymassal parhuzamos sikokban vannak (7. dbra).

7. dbra

Ha k1 és ke nem egymason kiviil helyezkedik el, akkor az abran a ks és k4 kordkkel mondhatjuk el ugyanezt.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy mindkét esetben az ABO sik mer6leges volt a X sikra. Az a) részben az OF egyenes mer6leges
e-re. Be lehet bizonyitani, hogy csak ilyen tulajdonsagi O pontok teljesithetik a lemma feltételeit.

3. példa. Legyen az ABC hdromszog korilirt kore w, és £ eqy egyenes, amelynek nincs k6zos pontja w-val. Jeloljik
P-vel w kézéppontjanak meréleges vetiletét £-en. A BC, CA, AB oldalegyenesek (-et rendre a P-tél killonbozd X, Y,
illetve Z pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy az AXP, BY P és CZP hdromszdgek kiré irt koroknek vagy van
még eqy, P-tdl kilonbozd kozos pontja, vagy pedig P-ben érintik egymdst (8. abra). (IMO Shortlist 2012/G8; Cosmin
Pohoata feladata)

8. dbra

Megoldas. Invertaljuk az abrat a 2. lemma a) része szerint egy alkalmas O pontbdl tgy, hogy az w kor és
az { egyenes képei parhuzamos sikokban fekvs korok legyenek. Az egyes objektumok képét most is vesszével fogjuk
jelolni. Az abra sikjanak képe egy G gdmb; ennek felszinén helyezkedik el az w’ kor, ami atmegy az A, B’ és C’
pontokon, tovabba az £ kor, amely atmegy az X', Y', Z’ és P’ pontokon és az inverzié polusan, az O ponton.
A 2. lemma konstrukciojaban OP mer6leges f-re, ezért az OP' szakasz az £ kornek atmérdje. A Thalész-tétel miatt
tehat OX'P'< = OY'P'< = OZ'P'< = 90° (9. dbra).



9. dbra

Az BCX egyenes inverzio szerinti képe egy O-t atmend korvonal, ezért a B’, C’, X', O pontok egy kdrvonalon
vannak. Ennek a kornek a sikja az o’ és £ korok egyméssal parhuzamos sikjait parhuzamos egyenesekben metszi,
vagyis a B'C" szakasz parhuzamos OX'-vel.

Legyen A; az ' kor és az A’ P’ X' kor masodik, A’-t6] kiilonb6z6 metszéspontja. Az A’ P’ X’ sik szintén két parhu-
zamos egyenesben metszi az w’ és ¢’ korok sikjait, ezért A’ A; parhuzamos P’ X’-vel. Mivel az OX’ és P' X' szakaszok
merdélegesek, a veliik parhuzamos B'C’ és A’ A; szakaszok mer6legesek egymasra. Tehét az A’ B'C’ haromszogben A’ Ay
a BC oldalhoz tartoz6 magassagvonal.

Hasonléan, legyen By és C; a w’ kor masodik metszéspontja a B'P'Y’ és C'P'Z’ korokkel; ekkor B'By és C'Cy
az A’ B'C’ haromszog masik két magassaga.

Legyen ezutdn M az A’B’'C’ haromszdg magassagpontja, és legyen W a P’'M egyenes mésik, P'-t6l kiilonbozd
metszéspontja a G gombbel. Az A’, P', X' és W pontok az egyméssal parhuzamos A’ A, és P’ X’ szakaszok sikjdban,
tehat egy korvonalon vannak. Visszainvertalva a sikra azt kapjuk, hogy W képe, W’ rajta van az AX P kéron. Ugyanigy
lathatjuk, hogy a BY P és a CZP kor is atmegy a W' ponton.

Ha a W pont nem jon létre, mert az P’ M egyenes érinti a gdmbot, akkor az PM' egyenes kozos érintGje az A’ X' P’
B'Y'P' ¢s C'Z' P’ koroknek, ezért a sikbeli AX P, BY P és CZ P korok is érintik egymadst a P pontban.

4. példa. Adottak a sikon a ko, k1, ko, ks €és kg kérok gy, hogy i = 1,2,3,4 esetén k; kivilrdl érinti ko-t
a T; pontban, tovdbbd k; kivilrdl érinti k;11-et az S; pontban (ks = ki). Legyen O a ko kézéppontja, T a T1T3 és
ToTy egyenesek metszéspontja, s legyen S az S1S3 €s S2S4 egyenesek metszéspontja. Igazoljuk, hogy O, T €és S egy
egyenesen van. (KoMaL A. 597., 2013. oktober; Mester Marton feladata)

Megoldas. El6szor megmutatjuk, hogy az S1, S2, S3, S4 pontok egy korén vannak.

10. dbra

Jeloljiik t;-vel a ki és ki1 k6z0s bels6 érintGjét. Az S;5;+1 hurok ugyanakkora szoget zarnak be a t; és t;_1
érint6kkel. Ebbgl lathatjuk, hogy az 51595354 négyszog szemkozti szogeinek Gsszege egyenls, 51595354 hirnégyszog
(10. dbra). Jeloljik a korilirt korét u-val, u kozéppontjat U-val. Az u kor S;5;41 ive a k11 kor belsejében fekszik,
igy a ki1, ko, k3, ks korok lefedik wu-t, mig ugyanezek a korok kiviilrél érintik ko-t. Ezért a ko és u koroknek nincs
kozos pontja. A 2. lemma b) része szerint létezik olyan térbeli inverzio, ami a kg és u koroket parhuzamos siku korokbe
viszi. Tekintsiink egy ilyen inverziot; a poélusa legyen X, az egyes objektumok képét most is vesszével fogjuk jelolni.
(11. dbra). A sik képe egy gombfeliilet, a korok és egyenesek képe egy-egy, a gombre illeszkedd kor; egyméast érintd
gorbék képei egymast érint6 gorbék.



11. dbra

Minden egyes i-re a k| és u' korok szoge, valamint a &}, és u' korok szoge 180°-ra egésziti ki egymaést. Ebbdl
kovetkezik, hogy k] és k3, illetve k) és k) ugyanakkora, S1.5555S5) téglalap, T1T5T4T, pedig négyzet.

Legyen S* = S5, N SLS) és T* = T T3 NT5Ty az v, illetve a k() kor kozéppontja. Mivel X, T; és T} egy egyenesre
esik, az X, T;, Tiy2, T}, T}, , pontok egy sikra esnek (i = 1,2). E két sik metszésvonala XT*T. Hasonl6an, X, S*, S
egy egyenesen van.

Az X S*T* sikra a k(, és az v’ kor is szimmetrikus, ezért az inverzeik is; ezért kozéppontjaik, O, illetve U a X S*T™*
sikban van.

Az O, U, S, T pontok mindegyike az eredeti sik és az X S*T™ sik kozos részén helyezkedik el, ez a négy pont tehat
egy egyenesen van.

Fiiggelék: Az inverzié alaptulajdonsagai

Az inverzi6 egy geometriai transzformacio, sikban és térben is értelmezziik. Sikban a tengelyes, térben a sikra vald
tiikrozéshez hasonlit, de a tengely helyett sikban egy korvonalra, térben egy gombfeliiletre ,tiikroziink”.
pontja vagy polusa; a k lesz az inverzié alapkére. Barmely, O-t6l kiilonboz6 P pontra legyen P’ az OP félegyenesnek
az a pontja, amelyre OP - OP' = r%; ez a P’ a P pont k-ra vonatkozo inverze vagy tiikorképe. Az inverzié a sik O-t6l
kiilénb6z6 pontjait rendeli egymashoz. Az vilagos, hogy P’ inverze a P pont, és az alapkor pontjai dnmaguk inverzei.
Ezért is tekinthetjiik a £k kort egyfajta szimmetriatengelynek.

Bizonyitas nélkiil felsoroljuk az inverzié néhany legfontosabb tulajdonsagat. Ezek bizonyitasa jé gyakorld feladat;
hasonlé haromszogekkel és az O pont kiilonb6z6 korokre vonatkozd hatvanyaival nem nehezek.

e Az O-n atmend egyenesek képei (eltekintve az O ponttol) onmaguk.

e Ha egy egyenes nem megy &t O-n, akkor az inverze egy O-n dtmené korvonal, és forditva: az O-n atmend korok
képei O-ra nem illeszked6 egyenesek.

e Az O-t nem tartalmazoé korvonalak képei O-t nem tartalmazé korvonalak.
e Az alapkort merdlegesen metszé korvonalak 6nmaguk képei.

e Azinverzio érintés-, mergleges- és altalaban szogtarto: ha a és b két egyenes vagy kor, amelyek az O-t6l kiilonb6z6
P pontban « szégben metszik egymast, akkor képeik, a’ és b’ a P’ pontban szintén o szdgben metszik egymast.

e Az inverzi6 kettGsviszonytarté: ha A, B, C, D négy pont egy egyenesen vagy koron, akkor (A, B,C,D) =
(A", B',C", D).

e Az inverzi6 szimmetriatarté: ha t egyenes vagy kor, P és Q egymaés tiikorképe t-re, akkor képeik, P’ és Q' is
egymas tiikorképei t'-re.

A térbeli inverzi6 definicioja lényegében ugyanaz, csak kor helyett egy O kbézépponti, r sugara gombre invertalunk.
Az O-n atmeng sikokon beliil a fenti tulajdonsagok érvényben maradnak.

e Az O-n atmend egyenesek és sikok képei (eltekintve az O ponttol) dnmaguk.



e Ha egy egyenes nem megy &t O-n, akkor az inverze ugyanabban a sikban egy O-n atmend korvonal, és forditva:
az O-n atmend korvonalak képei O-ra nem illeszked§ egyenesek.

e Ha egy sik nem megy at O-n, akkor az inverze egy O-n atmené gdombfeliilet, és forditva: az O-n atmend gémb-
feliiletek képei O-ra nem illeszkedd sikok.

e Az O-t nem tartalmazd gombfeliiletek képei O-t nem tartalmazéd gombfeliiletek.
e Az alapgbmbot merdlegesen metszd gombfeliiletek dnmaguk képei.
e Az egyenesek és korvonalak inverzei is egyenesek vagy koérvonalak.

e Az inverzi6 térben is szogtarto: ha a és b két egyenes, kor, sik vagy gombfeliilet, amelyeknek van legalabb egy,
O-t6l kiilénb6z6 pontjuk, és a szogben metszik egymast, akkor képeik, a’ és b’ szintén o szégben metszik egymast.

e Az inverzi6 szimmetriatarto: ha S sik vagy gombfeliilet, P és Q egymas tiikorképe S-re, akkor képeik, P’ és Q'
is egymaés tiikorképei S'-re.

A sikban és a térben is, a definiciéban az 2 helyére negativ szamot is irhatunk. Az igy modositott definicioban P’

az OP egyenesnek az a pontja, amelyre 0? -OP' = )\; ha a A paraméter pozitiv, akkor P’ és P az O-nak ugyanazon
az oldalan, negativ A esetén ellentétes oldalon vannak.

Tovabbi olvasnivalé

Projektiv transzforméaciokrol és inverziorol ismét csak Reiman Istvan Geometria és hatdrteriletei c. konyvét tudom
ajanlani.

A bemutatott példakra sokféle mas megoldas is létezik; néhényat megtalaltok ezeken a cimeken:
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A594
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&{f=A597
https://www.imo-official.org/problems/IM0O2012SL.pdf, 38-41. oldal.

Feladatok

1. a) Igazoljuk az 1. példa allitdsat csupan a keriileti szogek tételének felhasznéalasaval. Legyen az EG és FH
szakaszok metszéspontja K, a beirt kor kdzéppontja I, és I mer6leges vetiilete az AC &tlon T. Mutassuk meg, hogy
az E, F, K, T, valamint a G, H, K,T pontok is egy-egy koron vannak, és az AC atlé dtmegy a K ponton.

b) Igazoljuk az 1. példa allitasat ugy, hogy felirjuk a Brianchon-tételt az AEBCGD és ABFCDH elfajulé érints-
hatszogekre.

c¢) Igazoljuk az 1. példa allitasat ugy, hogy felirjuk a Pascal-tételt az FFGFFH,EGGFHH, EEFHHG és
EFFHGG elfajuld hurhatszogekre.

2. Az ABCD érint6négyszogben legyen PQ a beirt kdr AC-re mer6leges atmérGje. Tegyiik fel, hogy a BP és D@
egyenesek az X, a BQ és DP egyenesek az Y pontban metszik egyméast. Mutassuk meg, hogy az X és Y pontok az AC
egyenesen vannak. (International Olympiad of Metropolises, Moszkva, 2018/2)

3. Adott egy k kor és rajta kiviil két pont, A és B. Az A-bol k-hoz huzott érints szakaszok AC; és AC5, a B-bol
k-hoz huzott érint szakaszok BD; és BD,. Igazoljuk, hogy a C1Cs egyenes akkor és csak akkor megy at a B ponton,

ha a Dy D egyenes atmegy az A ponton. (Avagy, A polarisa akkor és csak akkor megy 4t B-n, ha B polarisa atmegy
A-n.)

4. Igazoljuk, hogy ha két, egy sikban fekvS kornek nincs k6z0s pontja, akkor van olyan inverzié, amely ezeket
a koroket koncentrikus korokbe képezi.

5. Adott a térben két korvonal, k1 és ko gy, hogy a sikjaik metszik egymast. Mutassuk meg, hogy ha a két kort
egymaésra lehet vetiteni egy alkalmas O pontbol, akkor a két korvonal egymads inverze egy O kozéppontd inverzid
szerint.


https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A594
https://www.komal.hu/feladat?a=feladat&f=A597
https://www.imo-official.org/problems/IMO2012SL.pdf

