Masodik na

4. Hatdrozzuk meg az dsszes olyan, pozitiv egészekbdl dllo (k,n) szampdrt, amire

kl= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" —2"71).

Matolcsi David megoldasa. Legyen
T=2"-1)(2" -2)(2" —4)...(2" —2"71).
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Tehat, ha k! = T, akkor @

Nyilvén T < (2)" = 2", és

Igy, ha T = k!, akkor
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Itt n > 11-re

n—1
n2—n\ n 10 2710 1,510
2711, és —— ! 1.
(4)> Ces sl

Ezek alapjan 27'° > 16!, tehat 27% > 16 = 2% Vagyis n > 11-re nem teljesiilhet az egyenlség, azaz n < 10.

Az n=1-1eT =1, ekkor k = 1 j6 megoldas; n = 2-re pedig T' = 6, igy k = 3 is j6 megoldas.

Az n = 3-ra T = 168, err6l konnyen ellendrizhetd, hogy nem irhato fel k! alakban.

Azn=41eT =15-14-12- 8, ez sem irhato ol k! alakban.

Ha n > 5, akkor T oszthaté 2" — 2775 = 31 - 2" °-nel, tehat oszthato 31-gyel.

Igy, ha T = k!, akkor k > 31. Ekkor viszont k! > 1616 = 264 ezért 2"* > T miatt n > 8, azaz n > 9, igy T oszthato
2" — 2"~ "_pel, ami oszthat6 127-tel. Ha viszont k! oszthato 127-tel, akkor k > 127, igy k! > 60%° > 239 szerint n > 17.
Ez azonban lehetetlen, mert mar belattuk, hogy n < 10.

Tehat csak két megoldasa van a feladatban szerepld egyenlGségnek: n =1 és k =1, illetve n = 2 és k = 3.

5. Bath Bankja érméket bocsdt ki, melyeknek egyik oldaldn H, mdsik oldalan T betd lathaté. Harrynek n ilyen érméje
van, amelyek eldtte balrol jobbra, egy sorban vannak elrendezve. Harry ismételten végrehajtja a kivetkezd miveletet: ha
pontosan k > 0 olyan érme van, amin H van felil, akkor megforditja a balrdl k-adik érmét; mdskiilonben minden érmén
T wvan felil, és ekkor Harry megdll. Példdul n = 3 esetén a THT sorozatbél indulva THT — HHT — HTT — TTT
a lépések sorozata, ami hdrom lépés utdn megdll.

(a) Bizonyitsuk be, hogy bdarmi legyen is a kitnduldsi sorozat, Harry véges sok lépés utdn megdll.

(b) Minden C kiinduldsi sorozatra jelolje L(C) azt a lépésszdamot, ahdny lépés utdn Harry megdll. Példdul L(THT) =
3 és L(TTT) = 0. Hatdrozzuk meg L(C) dtlagos értékét, amint C végigfut a 2" lehetséges kiinduld sorozaton.

LAz els6 nap feladatainak megoldasat az oktoberi szamban kdzoltiik.



Nagy Nandor megoldasa. (a) Tekintsiik azt a mutatét, amely mindig éppen a k-adik érmére mutat. Mivel
minden forditas soran k értéke pontosan eggyel valtozik meg, ezért a forditds utdn a mutaté H és T esetén rendre
balra, illetve jobbra 1ép egyet.

Hogyha a mutatotol jobbra mar nincsen H érme, akkor pontosan k lépésen beliil fejez6dik be az eljarés, hiszen
ekkor az els6 k érme mind H oldalaval van feliil.

Minden mas helyzetben k véges sok lépésben megdonti sajat korabbi rekordjat. Ennek igazoldsdhoz haladjunk
végig a rekordokon. Abban az esetben, ha a mutaté helyén 7' van, akkor egybdl jobbra 1ép, k értéke 1-gyel né, azaz
megdontotte a rekordot. Egyébként pedig egészen addig 1ép balra, amig H oldald érmékre mutat, de lesz téle balra T
oldalu is, hiszen az eltérd esetet mar megvizsgaltuk. Ennél az érménél megfordul a mutaté mozgasa, és az imént T-re
forditott elemeken is jobbra fog lépni a mutato, vagyis ismét megdonti a rekordjat.

Tehat véges sok lépés alatt el6 fog fordulni, hogy az els6 k érme H oldaldval van feliil, hiszen a rekord legfeljebb n
lehet.

(b) Leétezik bijekcio az n érmébdl allo osszes allapot és az n + 1 érmébdl allo H-ra végz6ds osszes allapot kozott,
amelyre az egyes allapotok iranyitott grafja izomorf lesz: A bijekcidhoz forditsunk minden érmét a tuloldalara, ezutén
az egeész sorozatot tiikrozziik (eleje és vége helyet cserél) és a sorozat végére tegylink még egy H érmét.

Az n = 3 esethez tartozo allapotok:

L TTT TTH THT THH HTT HTH HHT HHH

1 2 3 4 b) 6 7 8
II. HHHH THHH HTHH TTHH HHTH THTH HTTH TTTH
1 2 3 4 b) 6 7 8
6 5
7 4
8 3
1 2

Az n = 3 esethez tartozd irdnyitott graf

Ha az I. esetben k darab H érme volt, akkor a II. esetben n — k + 1 lesz, igy a mutatd pozicidja az L. esetben
a k., mig a II.-ban az n — k + 1. helyen van. Mivel az érméket megforditottuk, tiikkroztiik és a végére tettiink még egy
(H) érmet, igy az L. esetbeli k. érme a II. esetben éppen az n — k + 1., és a maésik oldala van feliil. Tehat a mutato

éppen az ellenkezd irdnyba mozog a II. esetben, mint az I. esetben, és a II. esetbeli 4j allapot éppen az I. esetbeli Gj

1
allapot bijekci6 szerinti megfeleltetése. Az n szerinti teljes indukcioval igazoljuk, hogy L(C) varhato értéke %

1
Kiindulo6 lépésként tekintsiik az n = 1 esetet, ahol valo6ban 3 a lépésszam varhato értéke. Az indukcios lépés soran

n-r6l (n 4+ 1)-re lépiink, és két esetet kiilonboztetiink meg;:
— Ha a sorozat utols6 érméje T' (az esetek fele), akkor a mutaté pontosan ugyanugy viselkedik, mint n érme esetén.

— Kiilonben pedig idaig (az utols6 érméig) el kell jutnia egyszer a mutatonak, ami csakis akkor lehet, ha mar

az Osszes érme H oldalat mutatja. Minden egyes ilyen lépéssorozatnak a bijekcié miatt megfeleltethets egy

n(n+1)

lépéssorozat az el6z6 esetbdl, vagyis a mutatd a végig H Aallapotig varhato értékben lépést fog tenni.

Persze még el kell érni a végig T allapotot, ami tovabbi n + 1 1épést igényel.
Mivel a két eset egyforman valoszint, igy az L(C) varhato értéke a két szam atlaga:

n(n4+l) i n(n4+1) +(n+1)  (n+2)(n+1)

2 4 ’

tehat miikodik az indukcids 1épés.

6. A hegyesszégii ABC hdromszdg, amiben AB # AC, beirt kirének a kizéppontja I. Az ABC hdromszég w beirt
kore a BC, CA, AB oldalakat rendre a D, E, F pontokban érinti. A D-bél EF-re bocsdtott merdleges egyenes €s
az w kor masodik metszéspontja R. Az AR egyenes és az w kér mdsodik metszésponta P. A PCE és a PBF hdromsziogek
korilirt kéreinek mdsodik metszéspontja Q.

Bizonyitsuk be, hogy a DI és PQ egyenesek az Al-ra A-ban dllitott merdleges egyenesen metszik eqgymdst.



Haiman Milan megoldasa. Legyen S az A csicshoz tartozo kiils6 szogfelezd metszéspontja I D-vel. Megmutatjuk,
hogy PS, (PCE) és (PBF) athaladnak egy P-t6l kiilonb6z6 ponton. E pont lesz majd @), ahonnan kévetkezik, hogy
P, Q és S az allitasnak megfelelGen valdéban kollinearisak.

A PS egyenes és a (PCE), (PBF) korok P-t6l kiilonboz6 kozos pontjanak megmutatasahoz alkalmazzunk a beirt
korre vonatkozo inverziot. Igy a D, E, F, R, P pontok helyben maradnak. Az A, B, C, S pontok inverz képét
jelolje rendre A’, B’, C’, S’. Innen méar elég megmutatni, hogy (PS’I), (PC'E) és (PB'F) egy P-t6l kiilonboz6
pontban talalkoznak. Ez azzal ekvivalens, hogy a harom kor koaxialis, ami pedig ekvivalens azzal, hogy a kdzéppontjaik
kollinearisak.

A harom kozéppont kollinearis elhelyezkedését komplex szamok segitségével bizonyitjuk, ahol a beirt kort tekintjiik
egységkornek. Legyenek a, d, e, f, p, 7, b, ¢, saz A, D, E, F, P, R, B', C', S’ pontoknak megfelels komplex szamok.
Az érint6k metszéspontjara vonatkozd Osszefiiggés miatt

2ef
e+ f

a =

2 .
Ebbsl @ = pand Mivel DR L EF, dr +ef = 0. Igy r = —%. Ekkor mivel A rajta van a PR hur egyenesén,
a+ pra = p+ r. Ebb6l p értékére a

r—a _%_ezif _ef(2d+e+ f)
P=a -1~ " 2 1~ 2ef + de + df

kifejezés adodik.
Kovetkez6 lépésként szamitsuk ki a (PB'F) kor kozéppontjat. Legyen a kozéppont jp. A koriilirt korre vonatkozo
Osszefiiggés alapjan

p pp 1

[l

, b bbb 1
B = — .

p p 1

fr 1

b b 1

El6szor a szamlaloban 4llo determinanst szamitjuk ki. Tudjuk, hogy pp = ff = 1, mivel P és F rajta vannak

az egységkoron. Masrészt b = %, mivel B’ a DF szakasz felezGpontja. Ezért b = % A jp szamlaloja igy
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p(d —e)
2(d —p)
s a beirt kor D pontjabol hizott dtmérdre A'-bol allitott merdleges talppontja. Ezért
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Ugyanigy a (PC’E) kor jo kozéppontja . Ezutan szamitsuk ki a (PS’I) kor kozéppontjat. Vegyiik észre, hogy

Vegyiik észre tovabba, hogy
_ e+ f /1 n 1 s
5=—|—+ =) =—.
4 ef d? d?

A koriilirt korre vonatkozo formulat (PS’I)-re alkalmazva kapjuk, hogy
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Azt kell megmutatnunk, ho , és kollinearisak. Alkalmazzunk ——— aranyu na-

g B od—p) 2d-p) T PP 2(d - p)

2(ps — &%)

kollineérisak. Kiszamitva
+d

gyitast, akkor ekvivalens médon azt kell belatnunk, hogy d — e, d — f és
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Figyelembe véve, hogy

2ef+e*f+ef?+2def +d*e+d*f  d*(e+ f)+4def +ef(e+ f)
o 2ef + de + df B 2(2ef + de + df) ,

p+d

adodik, hogy
2(d*> —ps) 2d—e—f 1
- — 2((d=e)+(d-f)).
L I l-e+a-n)
Vagyis (PS’I) kiézéppontja a (PB'F) és (PC'E) kozéppontjai altal meghatarozott szakasz felezGpontja. A harom
kozéppont tehat kollinearis, az allitast belattuk. O




