I. rész

1. Dani kerékpdrversenyre készil. Eloszor hegynek felfelé, utdna vizszintes terepen, majd lejtdn lefelé hajtja a biciklit,

m m
ezutdn visszafelé ugyanezen az vutvonalon hajt végig. Lejtdn lefelé 60 T vizszintes terepen 40 o mig hegynek felfelé

k
20 2 Gllands sebességgel képes haladni. Az odafele utat 1,75 ora alatt, mig a visszafele utat 2,25 dra alatt tette meg.

Milyen hossziak az egyes itszakaszok, ha oda-vissza dsszesen 130 km-t biciklizett?
(Kdzben sehol sem dllt meg, a visszafordulds iddveszteség nélkil zajlodik le.)
(13 pont)

Megoldas. Jeldljiik az egymas utan kovetkezs utak hosszat (km-ben megadva) rendre a; b; c-vel. Dani az odafelé és

a visszafelé vezetd uton is elGszor hegynek felfelé, majd vizszintes aton, végezetiil lejtén lefelé halad. Az odafelé vezets

uton a, mig a visszafelé vezetd Gton ¢ km hosszi uton halad hegynek felfelé. Az elbbieket és a t = ° Osszefiiggeést
v

felhasznalva kapjuk a kovetkezs egyenletrendszert:

a b c
I —+ —+—=1,75
(0 20+40+60 Y
c b a
II — 4+ —+—=225
() 20+40+60 o
(I11) 2-(a+b+c) =130,
azaz
) 6a + 3b + 2¢ = 210,
(I1) 2a + 3b + 6¢ = 270,
(I1I) a-+ b+ c=65.

Fejezziik ki a III. egyenletbsl c-t és helyettesitsiik be a mésik két egyenletbe. Mivel ¢ = 65 — a — b, ezért

(1) da+ b = 80,
(2) 4a 4 3b =120

adodik. Ezt megoldva kapjuk, hogy az egyes ttszakaszok a = 15; b = 20; ¢ = 30 km hosszuak.
Ellendrzés a feladat szovege alapjan.

2. Tekintsik a kiovetkezo dllitdsokat.

A: Meg tudunk igy adni végtelen sok primet, hogy barmely kettd dsszege ne legyen prim.

B: Ha az a? sorozat konvergens, akkor a,, is konvergens.

C': Ha dt kiilonbozd természetes szam Gsszege oszthatd dttel, akkor éttel osztva kilonbozd maradékot adnak.

a) Déntsiik el, hogy igazak vagy hamisak az dllitdsok. Vilaszainkat indokoljuk. (8 pont)
b) Fogalmazzuk meg a C dllitds megforditdsdt. Dintsiik el, hogy igaz vagy hamis az dllitds megforditisa. Vilaszunkat
indokoljuk. (4 pont)

Megoldas. a) Az A allitas igaz, hiszen ha vessziik a péaratlan primeket, azok kielégitik a feltételeket. Nyilvan
végtelen sok van bel6liikk, mert végtelen sok primszam van és az egyediili paros prim a 2. Masrészt barmely két
paratlan prim Gsszege 2-nél nagyobb paros szdm, ami biztosan nem prim.

A B allitds hamis, pl. a, = (—1)" esetén a2 = 1, ami nyilvan konvergens, de az a, = (—1)" sorozatrél tudjuk,
hogy nem konvergens.

A C allitas hamis, pl. 5; 10; 15; 20; 25 kiilonb6z6 szamok 0sszege oszthatoé ottel, de 6ttel osztva nem adnak kiilonbozs
maradékot (s6t, azonos maradékot adnak).

b) A C allitas megforditasa: Ha 6t kiilonbozs természetes szam Gttel osztva kiilonb6z6 maradékot ad, akkor 6sszegiik
oszthato Gttel. Ez igaz, hiszen egy szam 6t6s maradéka 0; 1; 2; 3; 4 lehet, de a feltételek szerint ezek mindegyike fel is
lép, méghozza pontosan egyszer. A maradékok Osszege 10, ami oszthatd Gttel. Az allitas megforditésa igaz.

3. a) Dontsiik el, hogy az implikdcid asszociativ mivelet-e, azaz tetszdleges A; B; C kijelentések esetén fenndll-e,

hogy (A— B) - C=A— (B— (). (4 pont)
b) Hatdrozzuk meg azon P(x;y) pontok halmazdt a derékszdgi koordindtarendszerben, amelyek koordindtdira igaz,
hogy PA* + PB* = 22, ahol A(1;2) és B(3;0). (8 pont)

Megoldas. a) Irjuk fel az igazsagtablazatot. Mivel van olyan kiértékelés, amelynél a két allitas logikai értéke nem
egyezik meg, ezért a két allitds nem egyezik meg, azaz az implikicié nem asszociativ mtivelet.
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b) Irjuk fel a két pont tavolsagara vonatkozéd Osszefiiggést:

PA = \/(x—1)2+(y—2)2 és PB= \/(x—3)2+(y—0)2.

Mivel PA? 4+ PB? = 22, ezért (x — 1)2 +(y— 2)2 + (x — 3)2 + 2 = 22. Ezt kibontva és rendezve azt kapjuk, hogy
22 +2y? — 82 — 4y — 8 = 0. Egyszertisitve 2-vel és teljes négyzeteket kialakitva kapjuk, hogy (z — 2)2 +(y— 1)2 =9.
Tehat a keresett pontok mértani helye egy kor, melynek kozéppontja K (2;1) és sugara r = 3. Konnyen latszik, hogy
a korvonal minden pontja kielégiti a feladat feltételeit.

4. Legyen A a 2%+ 2'7% < 3 egyenldtlenség megolddshalmaza, B pedig az aldbbi két figgvény értékkészletének kizis
része:

2 3
f(z) = 3 sin(20197z) és g(x) = 4a® — 4o + .

2
a) Hatdrozzuk meg az A halmazt. (5 pont)
b) Hatdrozzuk meg a megadott fiigguények értékkészletét és a B halmazt. (7 pont)
¢) Hany eleme van az (A\ B) NZ halmaznak, ahol Z az egész szamok halmazdt jeloli? (2 pont)

2

Megoldas. a) 2% +2'7% <3 < 27 + 5 < 3. Mindkét oldalt szorozzuk meg a 2% > 0 kifejezéssel és rendezziik
az egyenlGtlenséget. Ekkor az egyenlStlenség irdnya nem valtozik meg, hiszen porzitiv kifejezéssel szoroztunk.

(23”)2 —3-2742 < 0, vezessiik be az a = 2% > 0 ismeretlent. Az a® —3a+2 < 0 egyenl6tlenség megoldasa: 1 < a < 2.
Most irjuk vissza a = 2%-t. Az f(x) = 27 fliggvény szigorian monoton ng, ezért az 1 < 2% < 2 egyenlétlenség megoldasa:
x € [0;1].

Tehat A = [0;1].

2 2

b) Mivel Vi € Resetén —1 < sint < 1, ezért —1 < sin(20197z) < 1, igy az f fiiggvény értékkeészlete: Ry = [— 3’ g]
A g fliggvényt teljes négyzetté alakitjuk:

. 1 1 2
igy Ry = [E;OO[' Innen Ry N Ry = [5, g}
1 2
Tehat B = |=;=|.
eha [2, 3] 1 )
¢) Lathato, hogy A\ B = [0; 5[ U }g, 1]. Innen kapjuk, hogy (A\ B) NZ = {0;1}, ennek a halmaznak pedig két

eleme van.

II. rész

5. a) Egyik este Anna, Bea, Csilla, Déra és Emese elmentek vacsordzni a kézeli pizzdzoba. Mindannyian mdsféle
pizzdt rendeltek. A pincér még uj, igy a rendelt ételeket véletlenszerden osztotta ki a ldnyoknak (de azokat hozta ki,
amiket rendeltek). Jelolje X azt a valdszinidségi vdltozot, amely azt adja meg, hogy hdnyan kaptdk a sajdt rendelésiket.
Hatdrozzuk meg X vdrhatd értékét. (8 pont)

b) Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a pozitiv egész szdmok halmazdn:

2" — 1 =m? (8 pont)

Megoldas. a) Konnyen lathato, hogy X értékkészlete a {0; 1;2;3; 5} halmaz. Ezek valoban megvalosithatok. Az X
nyilvan nem veheti fel a 4 értéket, mert ha 4 pizzat a megfelel6 személy kap, akkor az 6tddiket is csak az azt megrendels

személy kaphatja. A pincér Osszesen 5! = 120 kiilonb6z6 modon oszthatja ki a pizzakat, igy P(X =5) = 50"



5
10
P(X =3) = (i2) = 20’ mivel ki kell vilasztani azt a 3 {6t, akik jo pizzat kapnak és a méasik 2 ember csak
egyféleképpen nem kaphatja a sajatjat.

5
-2 20
PX =2) = (21)20 = 130" mivel ki kell vilasztani azt a 2 f6t, akik jo pizzat kapnak és a masik 3 embernél
kétféeleképpen torténhet meg az, hogy senki sem kapja a sajat rendelését. Ugyanis jeloljik pl. A; B; C-vel azokat

az embereket, akik az a; b; ¢ pizzadkat rendelték és egyikiik sem kapta a sajatjat. Ennek lehet&ségei:

A
B | c
C

5
-9 45
PX=1)= (11)2 0 = 120° Itt egyediil a 9-et érdemes magyarazni az alabbi tablazattal:
Alb|b|b|lc|lc|c|d|d]|d
Bla|lc|d|al|d|d|a|c]|c
Cld|d|a|d|a|b|b|a]|b
Dijclalc|b|blalc|b]|a

A varhato érték kiszamolasahoz P(X = 0) értékére nincs sziikségiink, ugyanis

E(X)=0-P(X=0)+1-P(X=1)4+2-P(X=2)+3-P(X =3) +

+5-P(X=5)=
45 20 10 1
=0+1 — 42— 43— 45— =1.
0+ 120+ 120 +3 120 5 120

Megjegyzések. P(X = 0) értéke t6bbféle modon is meghatéarozhato.

1. Tudjuk, hogy P(X =0) + P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 5) = 1, hiszen ezek eloszlast alkotnak. Innen
44

2. Lényegében azt kell meghatarozni P(X = 0) esetén, hogy mennyi a kedvez6 esetek szama. Ezen esetek szama valojaban

azt adja meg, hogy 6t elemnek hany olyan permutacidéja van, amikor semelyik sem keriil a helyére, tin. fixpontmentes. Ismert
az alabbi Osszefiiggés n elem fixpontmentes permutaciéinak szamara:

Itt n helyére 5-6t helyettesitve éppen 44-et kapunk eredménydiil.

3. A 44-et masképpen is megkaphatjuk. Gondoljuk meg, hogy pl. Anna a pizzaja hany helyre keriilhet: 4 helyre. Keriiljon
pl. Bedhoz. Ezen beliil vizsgalunk két lényegesen eltérG esetet aszerint, hogy Bea b pizzaja hova keriil.

i) Ha Bea b pizzaja Annahoz keriil. Ekkor lényegében arrol van sz6, hogy Anna kapta Bea pizzajat és viszont. Igy azt kell
megvalaszolni, hogy hany olyan eset van, amikor Csilla, Déra és Emese egyike sem kapja a sajat pizzajat. Ebb6l 2 eset van, ezt
mar lattuk. Ekkor Gsszesen 4 -2 = 8 j6 esetiink van.

1) Ha Bea b pizzaja nem Annahoz keriil. Ekkor 4 embernek kell kiosztani 4 pizzat tgy, hogy mindegyiknél pontosan 1 pizza
van tiltva, hogy odakeriiljon. Ezen eseteket is megszamoltuk méar, ezekbdl 9 eset van. Ekkor 6sszesen 4 - 9 = 36 jo6 esetiink van.

Tehat Osszesen 8 + 36 = 44 jo eset van.

4. Ha dn,-nel jeloljiik a fixpontmentes permutaciok szamat n elem esetén, akkor teljesiil az alabbi rekurzié: di = 0; d2 = 1;
dpn=(Mm—1)-dn1+(n—1) dn_2, n > 3 esetén.

b) Mivel n € N*, ezért 2" — 1 paratlan, igy m? is paratlan, tehat m paratlan.

Legyen m = 2k + 1, ahol k& € N. Egyenletiink az alabbi alakot 6lti: 2" — 1 = (2k + 1)?, ahonnan 2" = 4k + 4k + 2. A jobb
oldali kifejezés 4-gyel osztva (s6t 8-cal osztva is) 2 maradékot ad. Ha n > 2, akkor 4 | 2". Ekkor nem kapunk megoldast. Tehat,
ha van megoldas, az csak akkor lehet, ha n = 1. Ha n = 1, akkor m = 1.

Ez val6ban megoldasa az egyenletnek.

6. a) Egy derékszogi hdromszog beirt és koré irt korének sugardt jelolje r és R. Mekkordk a hdromszog oldalai, ha

tudjuk, hogy r + R = 31 és rR = 1507 (8 pont)
b) Egy szabdlyos dtszég mindegyik oldaldt kiszinezziik harom adott szin valamelyikével. Hdanyféleképpen tehetjik ezt
meg, ha két szinezést nem tekintink kilonbozdnek, ha forgatdssal eqymdsba vihetdk? (8 pont)

Megoldas. a) Megoldjuk az

(I) r+ R =31,
(IT) rR =150



egyenletrendszert. Mivel R = 31 — r, ezért (31 — r) = 150, innen r; = 25; 1o = 6 és Ry = 6; Ry = 25 adodik.
+b—c

2
1. eset: Ha r = 25 és R = 6. Erezhetd, hogy ekkor nem fogunk megoldast kapni, de ezt igazoljuk is.

Derékszogt haromszogben teljesiil, hogy r = és R = g A tovabbiakban két esetet vizsgalunk meg.

b—
atbvb=c_ o

ésg=6,igyc=12;a+b=62.

Pitagorasz tétele szerint a® + b* = ¢* = 144, igy mivel b = 62 — a, az alabbi masodfoku egyenletet kapjuk, melynek
nincs valés megoldasa: a® — 62a + 1850 = 0.

b—
2. eset: Har:ﬁésR:%.Ekkor%:Gés5:25,igyc:50;a+b:62.

Pitagorasz tétele szerint a® + b> = ¢ = 2500, tovabba b = 62 — a. Az alabbi masodfokiu egyenletet kapjuk:
a® — 62a+ 672 = 0.

Igy a1 = 14; ay = 48 adédik, melyekre a by = 48; by = 14 értékeket kapjuk. Tehat a haromszog oldalai: 14; 48; 50,
melyek valoban kielégitik a feladat feltételeit.

b) Legyen a harom szin pl. piros, kék és zold. Aszerint fogunk eseteket vizsgalni, hogy a szinezés sordn hany
kiilonb6z6 szint hasznalunk.

1. eset: Ha 1 szint hasznalunk. Ekkor nyilvan 3 j6 szinezés van.

3
2. eset: Ha 2 szint hasznalunk. El6szor eldontjiik, hogy melyik 2 szint hasznaljuk, erre 9) = 3 lehetségiink van.

Legyen pl. piros és kék. Ezekbdl rendre 4+ 1; 34 2; 2+ 3 vagy 1+ 4 szinelosztés lehetséges. A 4+ 1 és 1 4 4 elosztasok
mindegyikébdl csak 1 lehetGség van a forgasszimmetria miatt. A 3 4+ 2 és 2 + 3 elosztasokbdl a forgasszimmetria
miatt rogzitsiik a 2 egyforma szintibsl az egyiket, pl. a szabalyos 6tszog ,talpa” legyen piros. A masik piros helyére
2 lehet6ségiink van, ezeket az alabbi dbrék mutatjak:

3
Tehat a 2. esetben Osszesen <2> (24 2-2) =18 j6 szinezés van.
3. eset: Ha 3 szint hasznalunk. Ezekbdl 3 + 1 + 1 vagy 2 + 2 + 1 szinelosztas lehetséges. A 3 + 1 + 1 elosz-
3
tasnal el6szor eldontjiik, hogy melyik szinb6l hasznalunk harmat, erre ( 1) = 3 lehet&ségilink van. Legyen pl. pi-

ros, ekkor 3 piros, 1 kék és 1 zold szint hasznalunk fel. A forgasszimmetria miatt rogzitsiik a zold helyét, legyen
az Otszog talpa” zold szind.
Ekkor a maradék 4 hely barmelyike lehet kék szinti és mindegyik kiilonboz6 esetet jelent. Igy a 341+ 1 elosztasbol

3
Osszesen (1) -4 =12 j6 szinezés van.

3
A 2+ 241 elosztasnal elGszor eldontjiik, hogy melyik szinbgl hasznélunk egyet, erre < 1> = 3 lehet&ségiink van.

Legyen pl. piros, ekkor 1 piros, 2 kék és 2 z6ld szint hasznalunk fel. A forgasszimmetria miatt rogzitsiik a piros helyét,
ismét legyen az 6tszog ,talpa” piros szint. Ekkor, ha a maradék 4 helyet barhogyan is szinezziik 2 kékkel és 2 zolddel,

4 ; 3 4
mindig kiilonb6z6 eseteket kapunk. Erre <2> = 6 lehetGség van. Igy a 2 + 2 + 1 elosztasnal 6sszesen (1) . (2) =18

jO szinezés van.
Tehat Osszesen 3 + 18 + 12 4 18 = 51 j6 szinezése van az Otszognek.

Megjegyzés. Megmutathato, hogy ha egy szabalyos p-sziget a feladatbeli feltételeknek megfelelgen szineziink a darab szinnel,
P

a? —a
+ a.

ahol p prim, akkor a j6 szinezések szama

7. a) A lappfoldi Mikuldsnak két rénszarvasa van: Vigta és Eppenhogycsak. Ha valamelyik nap Vigta egyediil x
sebességgel (x > 1) hiuznd a szdnt, akkor Eppenhogycsakot melléfogua az még 1/x sebességet tud hozzdadni. A Mikulds
mdr oreg, emiatt ijedds. Minél gyorsabban megy a szdn, anndl tobbszor fogja vissza az dllatokat. A preciz mérések



szerint, ha Vdgta x sebességgel hiznd a szdnt, akkor ez éppen Inx sebességcsokkenést eredményez. Eqyszer egy ellen-
Orzésnél azzal vadoljak meg a Mikuldst, hogy lassan hajtott. Lappféldon a lassihajtds hatdra 7/4. Meg tudja-e védeni
magdt a Mikulds?
1

(Haszndljuk fel, hogy (Inz) = ;) (9 pont)

b) A sakk egy érdekes vdltozata az un. Fischer random sakk, melyet Robert Fischer amerikai vildgbajnok hozott létre
1996-ban. A lényegi eltérés a tisztek (kirdaly (K), vezér (V), 2 bastya (B), 2 huszdar (H), 2 futé (F)) elhelyezkedésében
rejlik.

Az alapdllds szabdlyai:

o A kirdly a bastydk kézott foglal helyet.

o A futok ellentétes szintd mezdn dllnak.

A felsorolt tiszteket az aldbbi 1 x 8-as tdbldzatba kell elhelyezni (az abrén egy helyes kitoltés ldthatd):

JuE FEI<El v

Az azonos mindségd tisztek kozott (pl. két huszdr stb.) csak a futdkndl van megkités arra, hogy szikségszerden
kilonbozo szinen kell dllniuk.
Mutassuk meg, hogy 960 megengedett alapdllds lehetséges a Fischer random sakkban. (7 pont)

1
Megoldas. a) A Mikulas akkor tudja magéat megvédeni, ha Vo € |1;00[ esetén = + P Inz > 1,75. Vezessiik

1

be az f: |1;00[ = R; f(z) = 2 + — — Inz fiiggvényt. A fiiggvényvizsgalatot derivalas segitségével végezziik el. Egy
x

differencialhat6 fiiggvénynek ott lehet szélsGértéke, ahol f/(z) = 0.

1 1
/ 2
fla)=1-—S——=0 22 —z-1=0;
1 ) 1—-+/5 1 )
r = +2\/_ ~ 1,618; x5 = 2\/_ ~ —0,618. Minket csak az +2\/_ érdekel, mert Dy = ]1;00[. Mivel f"(z) =

2 1 14++5
2

— + — >0, Vz € ]1;00] esetén, igy az f fliggvénynek z = helyen helyi minimuma van.
oz

1+5 1+ 5 1 1+5
f( +2f>= +\f+ —In +2\/_z1,7549>1,75.

7
Tehat a Mikulas biztosan gyorsabban hajtott, mint 7 igy képes magit megvédeni.

b) Elszor a futoknak keressiik meg a helyiiket. Erre 4-4 = 16 lehetGség van, hiszen a vilagos és sotét mezeji futoknak
egymastol fiiggetleniil 4 lehetséges helye van. A maradék 6 helybdl megkeressiik, hogy hanyféleképpen foglalhat helyet
a 2 bastya és a kirdly. Ezen figurdknak az egymashoz valo elrendezése rogzitett, hiszen a kirdly a 2 béstya kozott

6
van, tovabba a bastydk kozott nincs kitlintetettség. Ezek elhelyezésére ( 3) = 20 lehetGség van. A maradék 3 helyre
3
a vezért és a 2 huszart kell elhelyezni. Ezt nyilvan ( 1) = 3-féle modon tehetjiik meg. Tehat a figurdk elhelyezésére

valéban 4 -4 - (g) : <515> = 960 lehetGség van.

8. a) Egy tizenkét elemi, egész szamokbdl dlld mintdbol ismerink hét értéket: 4; 4; 4; 5; 7; 9; 13. Tudjuk, hogy
a minta egyetlen modusza 5 és a minta dtlaginak szords sugari kirnyezete harom tizedesjegyre kerekitve |T — ;T 4 o[ =

13,292; 8,708[. Hatdrozzuk meg a minta hidnyzd 6t elemét. (8 pont)
b) Egyenld szdri hdromszog szdra 13 cm, alapja 24 c. Szamitsuk ki a hdromszog sulypontidnak a hdromszdg koré
irhato kor kézéppontjdtdl vald tdvolsdgdt. (8 pont)

Megoldas. a) A minta modusza 5 és van 3 darab 4-es benne, ezért az 1 darab 5-6s mellett még biztosan van
legalabb 3 darab 5-0s. Tehat a minta az alabbi médon néz ki: 4; 4; 4; 5; 7; 9; 13; 5 5; 9; x; y, ahol z, ,y € Z. Tudjuk,
-4+

454+ 7+9+13
hogy # —0 = 3,292 és £+ o0 = 8,708. Ezért £ = 6 és 0 = 2,708. Mivel z = 6, ezert + 1—; thoroty =6,
ahonnan x + y = 11 adédik. Mivel o = 2,708, ezért

0?2 =2,708% =

3:6-4)°+4-6-5°+06-7>+6-9"+(6-13>+(6—2)"+ (6 —y)°
12 ’




innen (6 —z)* + (6 —y)* = 13.
Tehat meg kell oldani az

(I) r+y =11,
(11) (6—2)*+(6—1y)" =13

egyenletrendszert az egész szamok halmazan. Az y = 11 — x Osszefiiggést beirva a masik egyenletbe, kibontva és
rendezve az alabbit kapjuk: 22 — 11z 4 24 = 0. Innen adodik, hogy z; = 3; x2 = 8 és y1 = 8; y2 = 3. Tehat a minta
hidnyzo 6t eleme: 3; 5; 5; 5; 8, ezzel a rendezett minta az aldbbi moédon néz ki: 3; 4; 4; 4; 5; 5; 5; 5; 7; 8; 9; 13.
Ellenérzés a feladat szovege alapjan.
b) Keszitsiink dbrdt a feladathoz. Mivel 13% + 13% < 242, ezért a feladatban szereplé haromszog tompaszogi, igy
a haromszog koré irt kor kézéppontja a haromszogon kiviil helyezkedik el.

C,

13 13
S

K

Szimmetriaokok miatt a K koreé irt kor kdzéppont rajta van a C-b6l indulé magassagvonalon. A haromszog alaphoz

tartoz6 magassaga Pitagorasz tétele miatt 5 cm hosszi, melyet a stlypont harmadol, ezért T'S = 3 cm. A haromszog

24-5 b 10
teriilete T' = — = 60 cm?, koreé irt korének sugara R = % = 16,9 cm. Mivel R = KC' =16,9 cm és SC = 3 cm,
10 407
igy a keresett K.S tavolsag 16,9 — 3 =30 ~ 13,57 cm.

9. a) Bence nemrég tanulta az iskoldban a szinusztételt és a koszinusztételt. Sajnos rosszul emlékezett rajuk és
azokat az aldbbi mddon jegyezte meg (a jelolések a szokdsosak):

A =a?+b*+2ab-siny és a_ cosa
b cosp
Mekkordk annak a hdromszognek a szogei, amelyre igazak o Bence dltal megtanult dsszefiggések? (7 pont)

b) Hatdrozzuk meg az a; b; ¢ egész paraméterek értékét igy, hogy az f(x) = az? 4+ bx + ¢ egyenlett parabola az aldbbi
feltételek mindegyikét teljesitse.

1. f'(3) = —11.
1
2
2. | f(z)de ==.
3
-1
1
3. Csucspontja illeszkedik az y = 5:10 + 1 egyenleti egyenesre. (9 pont)
Megoldas. a) A koszinusztétel szerint ¢* = a? + b? — 2ab - cos vy, ezt Gsszevetve Bence formulajaval azt kapjuk,
hogy 2ab - siny = —2ab - cos~y. Mivel a;b > 0, ezért siny = —cosy addédik. Ha cosy = 0 lenne, akkor siny = 0
adodna, de ez ellentmond a sin” v + cos? v = 1 sszefiiggésnek. Tehat cosy # 0, igy oszthatunk vele. Azt kapjuk, hogy
tgy = —1, innen v = 135° (mivel haromszog bels6 sz6gérdl van sz6). A sinustétel szerint e _ %, ezt Osszevetve
sin
. si cos si si . L .. "
Bence formulédjaval azt kapjuk, hogy E = 9% finen 222 _ Lﬁ, azaz tga = tg . Mivel haromszog belsé
sin 3 cos 3 Cos o cos 3
sz0Ogeir6l van szo, ezért a = .
Mivel a + 8+ v = 180°, v = 135° és a = 3, ezért a = B = 22,5° adodik.
Tehat a haromszog szogei 22,5°%; 22,5°; 135°.
. ., 1 NI . i . B +c?—a® a®+c -0
Megjegyzés. Az alabbi befejezést is valaszthattuk volna. A koszinusztételbdl cosa = g 8 cosff = oae
igy 2 2 2
a cosa  LEg=e
b cosfB  aiHcP=b?

2ac

Innen & = 2. M — a =b. Mivel a = b, ezért a = 3. Innent6l ugyantgy fejezhets be a feladat, mint el6bb
b b a?+c2—b? e =9 =p gyantgy fej , :



b) Mivel f(x) = az? + bx + ¢, ezért f'(x) = 2ax + b, igy f'(3) = 6a+ b= —11. A 2. feltétel szerint

1 1 3 2 1
2 2
/ f(.’L‘)d:E:/ (az® + bz + c)dx = [ax——i—b%—i-cx] :§a+2c:
—1 -1 -1

3 3’
. 2 ) b e
innen a 4+ 3¢ = 1. Ismert, hogy az f(x) = az® + bx + ¢ parabolanak = = % helyen van szélsGértéke, mely egyben
a
b —b%+4
cstcspontjanak z-koordinataja is. Mivel f( — —) = %, ezért a parabola cstcspontjanak koordinatéai: T( —
a
b —b2+4 —b2+4 b
—; J), igy a 3. feltétel miatt bt fae “Ia +1, azaz b? + 4a = b+ 4ac. Feladatunk megoldani az alabbi
a a
egyenletrendszert az egész szamok halmazan:
(I 6a+b=—11,
(I1) a+3c=1,
(I11) b? + 4a = b + 4ac.

1—
Mivel b = —6a — 11 és ¢ = Ta) ezért a III. egyenlet igy alakul:

1_
(—6a — 11) + 4a = —6a — 11 + 4a - 3“.

Ezt 6sszevonva, majd rendezve az alabbi masodfoku egyenletet kapjuk:

56a + 211a + 198 = 0.
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A gyokok: a1 = —2; as = 6 Mivel a;b;c € Z, ezért csak a = —2 lehet j6. Ekkor b = 1 és ¢ = 1. Tehat a = —2;
b=1;c=1.
Ellenérzés a feladat feltételei alapjan.



