Projektiv geometriai tételek

Ebben a cikksorozatban olyan bizonyitasokat mutatunk be, amikor a geometriai alakzatokat ,térbe kilépve”, harom-
vagy akar még magasabb dimenzids objektumok vetiileteként vagy metszeteként allitjuk els.

Az els6 részben olyan tételeket fogunk vizsgélni, amelyekben csak pontok, egyenesek és ezek illeszkedései szere-
pelnek, esetleg még egy kor vagy kupszelet is. Gyakorlott versenyzék szamara ezek a tételek jol ismertek, gyakran
hasznéljuk versenyfeladatok megoldasahoz is.

Vetités az ablakiivegre

Klasszikus abrazolasi modszer, hogy a helyszint egy iliveglapon (ablakon) at nézziik, és az livegre rajzoljuk réa
a targyak korvonalait. Valojaban a targyakat egy pontbol — a szemiinkbdl — vetitjiik az ablak sikjara. Az ablakkeret
a végtelen nagy képbdl vag ki egy téglalap alaki részletet.

Az ablakkal parhuzamos egyenesek vetiiletei az ablakon is parhuzamos egyenesek; specialisan, ha az ablak fiiggéleges
iranyt, akkor a fiiggtleges egyenesek a képen is fligg6legesek. Az ablak sikjaval nem parhuzamos egyenesek képei
viszont csak félegyenesek (mert nem latjuk a hatunk mogeé ess résziiket). Az egymassal parhuzamos, de az ablakot
dofs egyenesek képei egy pontbol indulé félegyenesek; a kdzos végpont az tivegen az a pont, ahol a szemiinkodn keresztiil
huzott parhuzamos dofi az ablak sikjat. Ez a kozos ,iranypont” az adott iranyd ,yégtelen tavoli” vagy ,idealis” pont
képe.

Kiilonosen miiszaki rajzokon fordul els, hogy csak néhény, esetleg csak haromféle irdnyt hasznalunk. Attol fiiggGen,
hogy a f6 iranyok koziil hany (nem) parhuzamos a kép sikjaval, beszélhetiink egy, kettd vagy héarom irdnypontos
perspektivarol (1., 2. és 3. dbra).

1. dbra. Egy irdnypontos perspektiva

2. dbra. Két iranypontos perspektiva

A rajzoran persze nem meresztjiik a szemiinket az ablakiivegen keresztiil a szomszéd haztombre; sokkal egyszertibb-
nek tinik, hogy valahogy felvessziik az iranypontokat és néhany tovabbi pontot, és vonalzéval elkezdjiik 6sszekdtogetni.
Képzeljiik el, hogy a 3. 4bran lathato rajzrészletet készitettiik el.
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3. dbra. Harom irdnypontos perspektiva



Ha ez a rajz egy valddi téglatest képe, akkor az 1 F, IbF és IsG egyenesek egy ponton, a téglatest nyolcadik
csucsanak képén mennek at. Ha viszont csak gy, taldlomra vettiink fel pontokat és hiztunk egyeneseket, nem lehetiink
biztosak ebben. Méarpedig nem szeretnénk megszégyeniilve pironkodni, f6leg nem a rajztanar elétt. (,,Latod, kisfiam,
ha nem csaltal volna, az a harom egyenes egy ponton menne at ...!”) Szerencsére a vetitést visszafelé is el tudjuk
végezni, és ki tudunk talalni valamilyen térbeli alakzatot, amelynek a rajzrészletiink a vetiilete. Azt is meg lehetne
probalni, hogy ,valédi” parhuzamosokat talaljunk a térben, de erre nem lesz sziikség.

Jeloljiik Y-val a rajzunk sikjat. Vegyiink fel a térben egy 4j A’ pontot, ami nincs a ¥ sikban, de az Y-ra valo
merdleges vetiilete éppen az A pont. Az [T A, I, A és I3A szakaszokon legyen rendre B’, C’, illetve D’ az a belss
pont, amelynek meréleges vetiilete S-ra B, C, illetve D. Az I I, A’ haromszdgben az I;C" és I,B' Ceva-szakaszoN]
metszéspontja legyen G'. Mivel az I;C’ és I, B’ merdleges vetiilete ¥-n I, C és Iy B, ugyanez igaz a metszéspontjaikra:
a G’ mer6leges vetiilete ¥-n a G pont. Hasonléan, legyen I1 D’ és I3B’ metszéspontja ', és legyen D' és I3C’
metszéspontja E'; ezek vetiilete X-n F, illetve E (4. dbra).

4. dbra. Térbeli rekonstrukcié a harom irdnypontos perspektivabol

Most tekintsiik az I1 [, D', I} I3C", és I,I3 B’ haromszogek sikjait, jelolje ezeket 1o, Y13, illetve Yoz, A BNqo és X3
sikoknak I; és E’ is kdzds pontja, tehét a két sik metszésvonala az I1 E' egyenes. Hasonléan, ¥15 és Yoz metszésvonala
az [, I, $13 és Yoz metszésvonala az I3G egyenes.

Az I I, D' haromszogben az I1 E' és IoF' Ceva-szakaszok a haromszog belsejében metszik egymést; a metszéspont-
jukat jeloljik H'-vel. Mivel I[1 E' az 12 és Y13, IoF’ pedig az Y12 és Yas sikok metszete, a metszéspont mindharom
siknak kozos pontja. Ezért a H' ponton a Y13 és Yoz sikok metszésvonala, az I3G’ egyenes is atmegy. Ha a H’' pont
Y-ra valo vetiiletét elnevezziik H-nak, akkor azt kaptuk, hogy I1 E, I, I, IsG egyenesek egy ponton, H-n mennek at.

Harom sik, harom egyenes

Az el6z6 bizonyitas f6 lépését érdemes altalanosabban is végiggondolni és kimondani. A kovetkezd tényt nagyon
gyakran alkalmazhatjuk térbe kiléps bizonyitasokban.

Lemmal Ha adott hirom egyenes gy, hogy kiézilik barmelyik kettd egy sikban van (tehdt metszik egymdst vagy
pdrhuzamosak), de a hdrom egyenes egyiitt nincs egy sikban, akkor a hdrom egyenes vagy egy ponton megy dt, vagy
pedig parhuzamosak egymdssal.

A Lemma bizonyitasa. Jelolje a harom egyenest e, ez és e3, és legyen ¢ = 1,2,3 esetén ¥, ;11 az e; és az e;41
egyenesek sikja. (Szokas szerint ciklikusan indexeliink: e4 azonos e;-gyel, és e5 azonos ea-vel.)

1Olyan szakaszok, amelyek a haromszog egyik cstcsat a szemkdzti oldal egyik pontjaval kotik dssze.

2 A gorog ,Mjpua” sz6 jelentése kapott valami, példdul ajindék, profit vagy korrupt pénz. Matematikaban olyan allitast, tételt jelent, ami
nem Onmagaban érdekes, hanem mas tételek bizonyitdsdhoz hasznéljuk fel. A ,lemma” helyett a ,segédtétel” vagy ,segédallitas” szavakat
is irhatnank.



Elgszor is vegyiik észre, hogy az e; egyenes nem lehet a Yoz sitkban — mert akkor akkor mindharom egyenes
ebben a sikban lenne —, ezért e; biztosan kiilonbozik eg-t6l és es-tol. Ugyanigy lathatjuk, hogy ea és es egymaéstol is
kiilonbozik. Két kiilonbozé egyenesre legfeljebb csak egyféle sik illeszthetd, ezért a 312, Yoz és Y31 sikok egyértelmiien
meghatarozottak. Mivel a hdrom egyenes nincs egy sikban, a X9, a3 és X3; sikok kiilonboz6k. A ¥;y0; és X; 11
metszésvonala az e; egyenes mindegyik ¢ indexre.

Két, egy sikban fekvs egyenes vagy parhuzamos, vagy metszi egymast. Ha a harom egyenes parhuzamos akkor kész
vagyunk, a Lemma allitasa teljesiil (5. d@bra). Ellenkez& esetben a harom koziil valamelyik két egyenes, mondjuk e; és
eo metszi egymast egy P pontban. A P az e; egyenesen van, ami viszont a Y12 és Y31 sikok metszete. Ugyanigy a P
ponton az ey egyenes is atmegy, ami a 319 és Yo sikok metszésvonala. A P pont tehat mindharom sikra illeszkedik;

emiatt P kozos pontja a o3 és Yg; sikoknak; akkor viszont ezek metszésvonala, a harmadik, e3 egyenes is 4tmegy
P-n (6. dbra).
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5. dbra. e1, ez, es parhuzamosak

6. dbra. e1, e2, e3 metszéek

Két klasszikus projektiv geometriai tétel

A Lemma alkalmazasara két példat mutatunk.

Desargueﬁ tétele: Legyen A1AsAs és B1BoBs két hdaromszog a sikon, amelyek csucsai és oldalegyenesei is
kilonbozok. Legyen az A1As és B1Bo egyenesek metszéspontja X2, az A1 As és By B3 egyenesek metszéspontja X3,
€s az As A3 és Bo B3 egyenesek metszéspontja Xa3. A kivetkezd két dllitds ekvivalens:

(a) A két hdromszog megfeleld csicsait osszekétd A1 By, AaBs és AsBs egyenesek egy ponton mennek dt vagy
parhuzamosak.

(b) A két hdaromszog megfeleld oldalainak metszéspontjai, vagyis az X12, X13 €s Xasg pontok egy egyenesre esnek
(7. &bra).

A tétel bizonyitdsa azon milik, hogy ez a tiz pontbol és tiz egyenesbdl allo elrendezés eqy térbeli geometriai alakzat
vetilete (8. abra).

3Gérard Desargues francia matematikus és épitész, 1591-1662.



7. d@bra. A Desargues-tétel

8. dbra. A Desargues-tétel bizonyitasa

Az (a) = (b) irany bizonyitasa:

Az abra sikjat most is jeloljiikk X-val. Ha az A1 By, A2 By és A3 Bs egyenesek az O ponton mennek at, akkor vegyiink
fel a térben egy U pontot, amelynek meréleges vetiilete a X sikon O. Az UA;, UAy és UAs egyeneseken legyen Cf,
Cs, illetve Cs az a pont, amelynek vetiilete By, Bo, illetve Bs. Ha A By, As Bs és A3 B3 parhuzamosak, akkor vegyiink
a térben, az A1, As, As pontokon keresztiil harom, egymassal parhuzamos egyenest, amelyek meréleges vetiilete éppen
A1 By, AyBs, illetve A3Bs, és ezeken vegylik fel azokat a Cp, Cy, illetve Cs pontokat, amelynek vetiilete By, Ba,
illetve Bs.

Alkalmazzuk most a Lemmét az A;As, B1 By és C1Cy egyenesekre. Az A Ay és ByBy egyenesek a X sikban
fekszenek; a C1Cy a By Bs-n keresztiil Y-ra allitott merdleges sikban, végiil az A1 Ay és C1C5 egyenesek az A;Cy és
AyCs egyenesek sikjaban vannak. A C; pontok nem lehetnek a 3 sikban, mert akkor a teljes A;C; egyenes, és vele
az U pont is X-ban lenne. A Lemma feltételei teljesiilnek: az A As, B1By és C1Cs egyenesek koziil barmelyik kettd
egy sikban van, de a hidrom egyenes egyiitt nincs egy sikban. Ezért a harom egyenes egy ponton megy at; mivel A; Ag
és By By az X712 pontban metszi egymaést, ez azt jelenti, hogy a C1C5 egyenes is atmegy az X2 ponton. Az indexek
permutalasaval ugyanigy lathatjuk, hogy a Ci3 egyenes atmegy atmegy Xjs-on, illetve Cas dtmegy atmegy Xo3-on.

Ezek utan az Xi2, X13, Xo3 pontok mind kozos pontjai az C1C3C5 és a ¥ siknak, ezért egy egyenesen vannak.

A (b) = (a) irany bizonyitasa:

Ugyanezt a térbeli abrat épitjiik fel, csak forditott sorrendben. Az X719 X13X03 egyenesen keresztiil fektessiink egy
¥/ sikot, ami kiilénbozik ¥-t6l, de nem merdleges ra, és ezen jeldljiik ki azokat a C1, Cz, C3 pontokat, amelyek Y-ra ess
merd&leges vetiilete By, Bo, illetve Bz. A C1, Co, X15 pontok kozos pontjai az X' siknak és a B1 By egyenesen keresztiil
Y-ra allitott mer6leges siknak, ezért egy egyenesre, a két sik metszésvonalara esnek. Ugyanigy lathato, hogy C1, Cs és
X3, valamint Cy, Cs és Xa3 is egy egyenesre esik.

A Lemmét most az A1Cq, A3Cs, A3Cs egyenesekre alkalmazzuk. Barmely 1 < i < j < 3 indexparra az A;C; és
A;C; egyenesek az A;C; X;; sikban vannak, tehat a hdrom egyenes koziil barmelyik kett6 egy sikban van; ugyanakkor
az A, As, Az, C1, Cy, C3 pontok nincsenek egy sikban. A Lemma szerint tehat az A;Cy, AsCy, A3Cs egyenesek egy
ponton mennek &t vagy parhuzamosak. A harom egyenest visszavetitve Y-ra latjuk, hogy az A;B;, A;Bsy, A3Bs
egyenesek egy ponton mennek 4t vagy parhuzamosak.



Brianchonl] tétele: Ha az A1 As A3 Ay A5 Ag (esetleg hurkolt) hatszdg oldalegyenesei érintdi egy nem elfajuld kip-
szeletnek (kor, ellipszis, parabola vagy hiperbola), akkor a hatszég szemkizti pontjait dsszekotd A1 Ay, AsAs és AsAg
egyenesek egy ponton mennek dt vagy pdrhuzamosak (9. abra).

9. dbra. A Brianchon-tétel

A

10. dbra. A Brianchon-tétel érintShatszogben

A tételnek szamtalan valtozatat, specidlis és hataresetét lehetne felsorolni, az egybeess oldalegyenesek esetétél
a (parabolat érint6) végtelen tavoli oldal esetéig. A kedves Olvasonak ajanljuk, hogy valamilyen szamitégépes prog-
rammal, mint példaul a GeoGebra, probaljon minél tobbféle specialis vagy elfajulé esetet keresni. Itt most nem célunk
ezeknek az attekintése; a tételnek csak az egyik legegyszertibb esetét fogjuk bizonyitani.

Brianchon tétele, specialis eset: Ha az A1 Ay A3 Ay A5 Ag konvex hatszdgbe kort lehet irni, akkor a hatszog Ay Ay,
AsAs és AsAg dtloi egy ponton mennek at (10. abra).

Bizonyitas a specialis esetre. Az abra sikjat most is X-val fogjuk jelolni. A hatszogbe irt kor érintési pontjai
legyenek T1,...,Ts a 11. dbra szerint. Valasszunk egy o hegyesszoget, és jeloljiik ki a térben

B,

11. @bra. A Brianchon-tétel bizonyitasa

4Charles Julien Brianchon francia matematikus, 1783-1864.



azokat a By, ..., Bg pontokat, amelyek felvaltva 3 két oldalan helyezkednek el, meréleges vetiiletiik a > sikon rendre
Ay, ..., Ag, és az A;T;B;<t és A;T;_1B;< szogek mindegyike o nagysagi. Mivel a korh6z huzott érinté szakaszok
egyenlgk, mindegyik i indexre A;T; = A;T;_1, igy az A;T;B; és A;T;_1B; derékszogii haromszogek egybevagok, és
az A;T; B;<t és A;T;_1 B;<t szogek automatikusan egyenlsk. ([jgy is mondhatnank, hogy a hatszog oldalegyeneseit X-ra
mer6legesen « szoggel megdontjiik, és az igy kapott egyeneseknek vessziik a metszéspontjait.)

A Lemmat most a By By, BaB5 és BsBg egyenesekre alkalmazzuk. A By By és By Bs egyenesek egymas tiikdrképei
a 11T, szakasz felez6 meréleges sikjara, ezért egy sikban vannak; ebben a sikban fekszik a B B4 és a B2 Bs5 egyenes.
Ugyanigy lathatjuk, hogy a Bs By és B3 B, illetve a B3 Bg és By B4 egyenesek egy sikban vannak.

Hatra van még annak ellenérzése, hogy a By B4, B By és B3 Bg egyenesek nem lehetnek egy sikban; ez nyilvanvalonak
latszik, de formélisabban is igazolhatjuk: ha a By By, BoBs és B3 Bg egyenesek valamilyen sikban vannak, akkor ebben
a sikban vannak a By, ..., Bg pontok, a teljes By ... Bg torttvonal, és vele egyiitt a T4, ..., Tg pontok is. A Ty,...,T§
pontok sikja csak a X lehet, de ez nem lehetséges, mert a By pontokat -n kiviil vettiik fel.

A Lemma feltételei tehat teljesiilnek, ezért a By By, B2 Bs és B3 Bg egyenesek egy ponton mennek at vagy parhuza-
mosak. Ugyanez igaz a mersleges vetiileteikre, az A1 Ay, As Ay és A3 Ag egyenesekre is. Mivel azonban az A; Ay, Az As
és AgAg atlok koziil barmelyik kettd metszi egymaést, ez csak agy lehet, ha a harom 4tlé egy ponton megy at.

Ajanlott irodalom

A fenti tételek teljesebb targyalasahoz be kellene vezetniink a projektiv sik és tér ,idealis” objektumait, ez most
nem volt célunk. Emiatt a tételeket sem mondtuk ki legaltalanosabb forméjukban.
Ha valaki szeretne tobbet tanulni a projektiv geometriarél, annak a kdvetkezs kdnyveket ajanlom.

[1] Reiman Istvan: A geometria és hatdrteriletei. Gondolat, Budapest, 1986.

[2] H. S. M. Coxeter: Projektiv geometria. Gondolat, Budapest, 1986.

Feladatok

1. Igazoljuk, hogy a 3. abran az AG, CE és DF szakaszok egy ponton mennek at.

2. Egy perspektivikus képen, csak egyenes vonalzot hasznalva, hogyan jelolhetiink ki egyenls szakaszokat egy egye-
nesen? Hogyan tobbszorozhetiink, felezhetiink vagy harmadolhatunk egy szakaszt?

3. Vezessiik le a Desargues-tételbsl, hogy a haromszog silyvonalai egy ponton mennek at.

4. Az ABC haromszog beirt kore az oldalakat az A, By, C7 pontokban érinti. Jol ismert, hogy az AA;, BB,
CC, Ceva-szakaszok egy ponton, a haromszog Gergonne-pontjan mennek at. Gondoljuk meg, hogy ez a tény
a Brianchon-tételnek milyen elfajul6 esete, és igazoljuk kozvetleniil, térbe kilépéssel is.

5. Az ABCD érinténégyszog beirt kore az AB, BC, CD, DA oldalakat rendre az E, F', G, illetve H pontban érinti.
Mutassuk meg, hogy az AC, BD, EG és F H szakaszok egy ponton mennek at.

6. Legyen A; As A3 A4 A5 Ag érintGhatszog, legyen az Ay As és Ay Ag egyenesek metszéspontja P, az As Ay és As Ay
egyenesek metszéspontja @, az AsAs és AgAs egyenesek metszéspontja R. Mutassuk meg, hogy a P, Q és R
pontok egy egyenesen vannak.



