Elsé nap

1. feladat. Jeldlje Z az egész szamok halmazat. Hatarozzuk meg az Osszes olyan f: Z — Z fiiggvényt, amelyre
minden egész a, b esetén teljesiil

f(2a) +2f(b) = f(f(a +1b)).

2. feladat. Az ABC haromszogben A; a BC oldalon, B; pedig az AC oldalon fekszik. Legyenek P és ) rendre
az AA; és BB, szakaszok olyan pontjai, amelyekre P(Q) parhuzamos AB-vel. Legyen P, a PB; egyenes egy olyan
pontja, amire By a PP szakasz belsejében fekszik, és PP;C'< = BAC<. Hasonlb6an legyen Q1 a QA; egyenes egy
olyan pontja, amire A; a QQ; szakasz belsejében fekszik, és CQ1Q< = CBA<.

Bizonyitsuk be, hogy a P, Q, P, Q1 pontok egy koron fekszenek.

3. feladat. Egy szocialis halozatnak 2019 tagja van, koziilik némely parok baratai egymasnak. Ha A baratja
B-nek, akkor B is baratja A-nak. A kovetkezs tipust esemény elGfordulhat tobbszor egymés utan, egy idében mindig
csak egy ilyen esemény torténik:

Ha A, B, C olyanok, hogy A baratja B-nek is és C-nek is, de B nem baratja C-nek, akkor baratsagot
véaltoztathatnak tgy, hogy B és C' most mar baratai egymasnak, A és B, valamint A és C baratsiga
viszont megsziinik. Az Gsszes tobbi baratsag valtozatlan marad.

Kezdetben 1010 olyan tag van, amelyek mindegyikének pontosan 1009 baratja van, és 1009 olyan tag, amelyek
mindegyikének pontosan 1010 baratja van. Bizonyitsuk be, hogy létezik a fenti tipust eseményeknek egy olyan sorozata,
amelyek végén minden tagnak legfeljebb egy masik tag a baratja.

Masodik nap

4. feladat. Hatarozzuk meg az Gsszes olyan, pozitiv egészekbdl allo (k,n) szampéart, amire
k= (2" —1)(2" —2)(2" —4)--- (2" —2"71).

5. feladat. Bath Bankja érméket bocsat ki, melyeknek egyik oldalan H, masik oldalan 7" beti lathato. Harrynek n
ilyen érméje van, amelyek el6tte balrol jobbra, egy sorban vannak elrendezve. Harry ismételten végrehajtja a kovetkezd
miveletet: ha pontosan k£ > 0 olyan érme van, amin H van feliil, akkor megforditja a balrél k-adik érmét; méskiilonben
minden érmén 7" van feliil, és ekkor Harry megall. Példaul n = 3 esetén a T'HT sorozatbdl indulva THT — HHT —
HTT — TTT a lépések sorozata, ami harom lépés utdn megall.

(a) Bizonyitsuk be, hogy barmi legyen is a kiindulasi sorozat, Harry véges sok lépés utan megall.

(b) Minden C kiindulasi sorozatra jelolje L(C) azt a lépésszamot, ahany lépés utan Harry megall. Példaul L(THT) =
3 és L(TTT) = 0. Hatarozzuk meg L(C) atlagos értékét, amint C végigfut a 2™ lehetséges kiinduld sorozaton.

6. feladat. A hegyesszogi ABC haromszog, amiben AB # AC, beirt korének a kdzéppontja I. Az ABC haromszog
w beirt kore a BC, C'A, AB oldalakat rendre a D, F, F' pontokban érinti. A D-b6l EF-re bocsatott merGleges egyenes
és az w kor masodik metszéspontja R. Az AR egyenes és az w kor masodik metszésponta P. A PCE és a PBF
héaromszogek koriilirt koreinek masodik metszéspontja Q.

Bizonyitsuk be, hogy a DI és PQ) egyenesek az Al-ra A-ban allitott meréleges egyenesen metszik egymaést.



