Az elso, testek statikai egyensulyaval kapcsolatos eredmények Arkhimédész nevéhez fiiz6dnek, mely eredményeket
még a 17. szazadi hajoépitck is hasznaltak. A statikai egyensulyi pontok vizsgalata végigvonul a fizika és a mérnoki
tudomanyok torténetén.

Mi is egy test egyensulyi pontja? Mi az alabbi modon fogalmazzuk meg.

1. definici6. Legyen K egy konvex test, és X a test egy rogzitett belsé pontja. Azt mondjuk, hogy a test egy Y
hatarpontja K egy egyensilyi pontja X -re nézve, ha az Y-on atmend, XY szakaszra mergleges sik nem metszi a K test
belsejét. Ha X a K test tOomegkozéppontja (homogén striséget feltételezve), azt mondjuk, hogy az Y pont K egy
egyensilyi pontja.

Példak egyensulyi pontokra:

e Egy gémb minden hatarpontja egyenstlyi pont a gomb koézéppontjara nézve. Ha az X viszonyitasi pont nem
a gomb kozéppontja, akkor a gombnek X-re nézve csak két egyensilyi pontja van: az X-hez legkozelebbi, és
a vele atellenes, X-t6l legtavolabbi pontja.

e Egy szabalyos tetraéder minden csicsa, élkézéppontja és lapk6zéppontja a kocka egyensulyi pontja (a kocka
kézéppontjara nézve).

e Altalanosabban: az 6t szabalyos poliéder minden cstcsa, él- és lapkdzéppontja a poliéder egyenstlyi pontja.

1. dbra. Egy gomb minden pontja egyensilyi pont a tomegkoézéppontra nézve,
de méas pontra nézve csak a hozza legkozelebbi, illetve a téle legtavolabbi
pontok egyenstlyi pontok

Mas modon is megfogalmazhatjuk, mi is egy egyensilyi pont: az Y pont a K test egy egyensulyi pontja, ha a K
testet aldtamaszthatjuk az Y pontban egy vizszintes sikkal, hogy ne billenjen el. Ekkor a tomegkdzéppont pontosan
Y felett fog elhelyezkedni. Ebben a megkozelitésben a tomegkozépponttol kiilonbozé X viszonyitési pontot tekinthetjiik
agy, mint egy inhomogén slrtségi test tomegkozéppontjat.

Akar homogén, akar inhomogén siirtiséget feltételezve, tobbféle egyensilyi pontot kiillonboztethetiink meg. A min-
dennapokban leginkidbb stabil egyenstlyi pontokkal taladlkozunk, azaz olyan pontokkal, melyben megtdmasztva a tes-
tet, az egyensilyi helyzetbdl tetszéleges irdnyban kicsit kibillentve a test visszabillen az egyensulyi helyzet felé. Ilyen
egyensilyi pontok példaul a homogén stirtiségl szabélyos poliéderek lapkdzéppontjai, illetve inhomogén gémb esetében
a gombnek a sulyponthoz legkézelebbi hatarpontja.

Konvex poliéder esetében a stabil egyensilyi pontok éppen a lapok belsejében elhelyezkeds egyensilyi pontok.
Igy egy P konvex poliéder azon lapjait, melyek belseje tartalmaz egyenstlyi pontot, a tovabbiakban stabil lapoknak
nevezziik, ezek azok a lapok, melyek sikjara merélegesen vetitve a poliéder silypontjat, a vetiilet a lap belsejébe esik.
Meggondolhat6, hogy a sulypontjahoz legkdzelebbi lap mindig stabil, igy minden poliédernek van legalabb egy stabil
lapja. A pontosan egy stabil lappal rendelkez$ poliédereket monostabil poliédereknek nevezziik.

John Conway és Richard Guy tette fel az alabbi kérdést 1966-ban: Igaz-e, hogy minden homogén tetraédernek
legalabb két stabil egyensulyi pontja van? A kérdésre az igenls valaszt Goldberg [2] adta 1969-ben. Ugyanezen allitasra
késébb, 1984-ben egy egyszeriibb és érthetébb bizonyitas jelent meg Dawson egy cikkében [3].

A tovabbiakban Dawson bizonyitasat ismertetjiik Conway és Guy kérdésére.

1. tétel. Minden tetraédernek van legaldbb két stabil lapja.

Bizonyitas. Legyen T egy tetszéleges tetraéder, melynek csucsai A, B, C' és D. A tetraéder sulypontjat jelolje S,
és az A-val szemkozti haromszoglap sulypontjat Sa. Legyen a tetraéder A-bol indulé magassaganak talppontja M4,
és S-nek a BC'D haromszog sikjara vett merdleges vetiilete X 4. Legyen ma = AMy és x4 = SXa (lasd 2. dbra).
Hasonléan definiadljuk az Sp, Sc és Sp pontokat, valamint az mp, xp, mc, T, mp, ©p mennyiségeket.




2. dbra. Az ABCD tetraéderre vonatkozo jelolések

Ismert, hogy a tetraéder silypontja a tetraéder minden stlyvonalat 1 : 3 ardnyban osztja, azaz

AS: _BSs _CTSo _DSp _,
SS. SS; SSc  SSp

Vegyiik észre, hogy az SSaX4 és az ASaM 4 haromszogek hasonloak. A megfelel§ oldalaik aranyara igy
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adodik. Hasonlbéan kapjuk az
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egyenlGségeket. Mivel a tetraéder térfogatat ugy szamolhatjuk ki, hogy tetsz6leges lap teriiletét megszorozzuk a hoz-
zatartoz6 magassag harmadaval, azt kapjuk, hogy a stulypont tetszéleges két lap koziil pontosan ahhoz van kozelebb,
melynek a teriilete nagyobb.

Egy lapon pontosan akkor van stabil egyensilyi pont, ha S meréleges vetiilete a lap sikjara a lap belsejébe esik.
Masrészt, mivel a stulypont a tetraéder egy bels§ pontja, a tetraéder egyik lapjardl csak ugy billenhet 4t egy méasik
lapjara, ha a két lap kozti lapszdg tompaszdg. A billenés utan a salypont lejjebb keriil, azaz a tetraéder csak olyan
lapjara tud atbillenni, amelynek a sikjdhoz a sulypont kozelebb van. Az el6z6 bekezdésben meggondoltak szerint igy
a tetraéder csak kisebb teriiletti laprol egy nagyobb teriiletd lapra tud atbillenni.

Tegyiik most fel, hogy T-nek csak egy stabil lapja van. Vegyiik észre, hogy a fentiek szerint a stabil lap igy
a legnagyobb teriiletd lap. Legyen T legnagyobb lapja BCD, és a méasodik legnagyobb lapja ACD. A tetraéder egy
harmadik lapja igy vagy el6szor az AC' D lapra, és arrdl a BC' D lapra gordiil, vagy ez a lap és az AC'D lap is kozvetleniil
a BCD lapra gordiil. Mindkét esetben igaz az, hogy a két legnagyobb lap egyikéhez két derékszognél nagyobb lapszog
tartozik, és az egyik ilyen lapszog a két legnagyobb lap kozti lapszog. Jeldlje ezt a lapot F', és a tetraéder negyedik
lapjat G. Ekkor F' és G szoge hegyesszog, és G merGleges vetiilete F' sikjara szigortan tartalmazza F-et. De igy F
teriilete hatarozottan kisebb, mint G teriilete, ami ellentmond annak a feltevésnek, hogy F' a két legnagyobb, G pedig
a két legkisebb teriileti lap egyike. ]

1967-ben Heppes Aladar [6] konstrualt egy T tetraédert egy érdekes, a fenti problémahoz kapcsolodo tulajdonsaggal:
a Heppes-féle double-tipping’ tetraédernek két lapjan talalhatéd stabil pont, és egy harmadik lapjan megtamasztva
a tetraéder el6szor a negyedik lapra gordiil, miel6tt taldlna egy egyensulyi helyzetet valamelyik stabil lapon. Hogyan
is néz ki ez a tetraéder? Ezt mutatjuk meg a tovibbiakban.

Legyen A = (—=7;-7;0), B=(—1;0;0), C = (1;0;0) és D = (7;8; 8) egy T tetraéder négy csicsa. Ekkor a tetraéder
alaplapja az (z,y)-koordinatasikban helyezkedik el, és stlypontja, melynek koordinatéit az egyes cstucsok megfelels
koordinatajaként szamolhatjuk ki, az S = (0;0,25;2) pont, melynek vetiilete az alaplap sikjara S’ = (0;0,25;0).
A tetraéder alaplapja az ABC lap, amin az S’ pont kiviil esik, tehat 1" ebbdl a helyzetbsl atfordul egy masik lapra.
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3. dbra. A T tetraéder vetiilete az (x,y) és az (y, z) sikokra



A D csucs vetiilete az ABC lap sikjara a D’ = (7;8;0) pont, ami az A, B és C pontokkal egyiitt egy konvex
négyszoget alkot. Ebbdl lathato, hogy az ABCD tetraéder AB és AC élénél levs lapszoge hegyesszog, tehat az ABC
laprol T a BC' él mentén, vagyis az z-tengely koriil fordul at a BCD lapra.

Vegytik észre, hogy mind az ABC, mind a BCD lap mer6leges az (y, z)-koordinatasikra. A tetraéder csiucsainak
merGleges vetiiletei erre a sikra rendre A = (0;—7;0), B = C = (0;0;0) és D = (0;8;8). Ebbdl lathato, hogy
a T tetraéder BC élénél levs lapszoge 135°, azaz az atfordulas szoge az x-tengely koriil 45°. Minthogy a forgés soran
a pontok z-koordinatai nem valtoznak, kiszdmolhatoak az elfordult T tetraéder csticsainak koordinatai, melyek rendre

Ap=(-7,-3,5v2;3,5v2); Bj=B=(-1;0;0);
Cy=C=(1;0;0); Dy= (7;8\/5; 0).

A Ty tetraéder sulypontja, és ennek vetiilete az (x,y)-koordinatasikra rendre

Sy = (0;1,125v2;0875v2); S} = (0;1,125v/2;0).
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4. dbra. Az elfordult Ty tetraéder vetiilete az (z,y) és az (y, z) sikokra

Ko6nnyen kiszamolhato, hogy S’f kiviil esik az atfordult tetraéder ByCy D alaplapjan. Igy a tetraédernek ez a lapja
sem stabil, azaz T’y ebbdl a helyzetbdl is atfordul valamelyik éle mentén egy harmadik lapjara, mely az els§ tételiink
szerint stabil.

Lattuk, hogy minden tetraédernek legalabb két stabil lapja van. Esetleg igaz-e az is, hogy minden konvex poliéder-
nek van legalabb két stabil lapja? Conway és Guy [2] alabbi konstrukcidja mutatja, hogy ez viszont nem igaz.

2. tétel. Van olyan 19 lapi K konvex poliéder, melynek pontosan egy stabil lapja van a témegkdzéppontjdra nézve.

A bizonyitas otlete Elgszor egy A (2n — 1)-sz6get definidlunk az (z,y)-sikon az aldbbi médon, ahol n > 2.
Legyen 8 = E, és P PO egy olyan derékszogl haromszog, melyben OP; = 1, PLOP,<t = 8 és PLP,O< = g
n
(1d. 5. dbra). Irjunk a haromszog OP» befogojara egy OP.Ps; haromszoget, mely hasonlé az OP; P, haromszoghoz,
atfogoja OP,, és O-nal levs szoge . Ezen haromszog OPs befogbéjara ugyancsak irjunk egy hasonlé haromszoget,
melynek atfogoja OPs, és O-nal levs szoge 5. Az eljarast folytatjuk, amig eljutunk az OP, P,,;1 haromszoghtz, amely
ugyancsak hasonlé az OP; P, haromszoghoz, atfogdja OF,, és O-nal levs szoge 5. Ekkor 3 definicidéja miatt a P, O,
P, 11 pontok egy egyenesen vannak, és a P, P, 10 sz6g derékszog.

Y
Py

Pn Pn+1
5. dbra. Az A (2n — 1)-sz6g konstrukcidja

Trigonometrikus fiiggvények hasznélataval konnyen lathato, hogy OP> = cos 8, OP3 = cos? B3, illetve altalaban
OP; = cos'™! f minden i = 1,2,...,n + 1 esetén, azaz specialisan P, és P, rajta vannak az (x,y)-sik y = — cos™ 3
egyenletl egyenesén.




A P, Ps,..., P, pontokat tiikrozziik az y-tengelyre, és jelolje a tiikorképeket rendre Pj, P, ..., P.. A konstrualni
kivant A sokszoget a PiPs ... P, P, ... Py torottvonal hatarolta konvex sokszogként definidljuk. Vegyiik észre, hogy
az OP, 1 szakasz tetszGleges bels6 pontjara igaz, hogy A oldalegyeneseire vett mersleges vetiiletei kozt egyetlen-
egy van, amelyik A-nak is pontja; ez a pont a P,,; pont a P,P. oldal egyenesén. Ez az észrevétel lesz az alapja
a konstrukcionknak.

Legyen G az a végtelen gula, melyet ugy kapunk, hogy A minden pontjaban merélegest bocsatunk az (x, y)-sikra, és
vessziik az Osszes igy keletkezett egyenes unidvjat. Ebbol a végtelen gialabol egy korlatos K gulat fogunk konstrualni agy,
hogy elmetssziik két S1, So sikkal, melyek szimmetrikusak az (z,y)-sikra, és mercdlegesek az (x, z)-sikra (1d. 6. dbra).
Ezen sikok metszete az (y, z)-sikkal egy-egy egyenes. Az S1, So sikokat ugy valasztjuk, hogy S; tartalmazza a Q(0;1; a)
és az R(0; —cos” B, a + b) pontot, ahol a,b > 0, és az Sy sik Sy tiikorképe az (z,y)-sikra. (2n — 1)-sz0g. A poliéder
szimmetriai miatt lathato, hogy a poliéder stulypontja a P, P, szakasz egy pontja.
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6. dbra. A K csonkolt gula (y, z)-sikra vett merdleges vetiiletének képe

Allitsunk merslegest az S; sikra a @) pontban, és a merdleges egyenes y-tengellyel vett metszéspontjat jeldlje X.
Ha a poliéder stlypontja az OX szakasz egy belsé pontja, akkor K-nak csak egy stabil lapja van; ez a lap a P, P,
szakaszt tartalmazé lap. Megmutatjuk, hogy ha a értéke rogzitett és b értéke nagyon nagy a-hoz képest, akkor n = 9
esetén ez teljestil.

Ha b > a, akkor P,1; € OX, tehat csak azt kell megvizsgalnunk, hogy a stlypont y-koordinatdja negativ-e.
Kiszamolhato, hogy a t = cos g jeloléssel a silypont y-koordinatéaja

t
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amibgl lathato, hogy b > a esetén, ha a masodik sorban levs kifejezés pozitiv, akkor ys negativ. Szamolédssal
adodik, hogy a legkisebb n érték, melyre ez teljesiil, n = 9. Ebben az esetben K egy 19 lapt, pontosan egy stabil

lappal rendelkez6 poliéder.
|

A fenti eredmények t6bb tovabbi kérdést is felvetnek.

(1) Van-e inhomogén strtségi tetraéder, melynek pontosan egy stabil lapja van?

(2) Mennyi a monostabil, azaz (a stilypontjukra) pontosan egy stabil lappal rendelkez8 konvex poliéderek lapsza-
méanak minimuma?

(3) Specialisan, igaz-e, hogy a négyszog alaplapu galak kozt nincs monostabil?

(4) Egyensulyi ponttal rendelkezs lapok helyett egyenstlyi ponttal rendelkezs csticsokat is vizsgalhatunk. Ezekre
igaz-e az els6 tétellink ,dualis” valtozata, azaz igaz, hogy minden tetraédernek van legalabb ketts egyensilyi ponttal
rendelkezg csticsa?

Az els6 kérdésre Conway adta meg az igenld valaszt, melyrsl b6vebb informécio talalhaté a [4] cikkben.

Jelolje a monostabil poliéderek minimalis lapszamat [,,. Ekkor az eddig ismertetett eredményeket az 5 < 1,,, < 19
egyenlGtlenségekben foglalhatjuk 6ssze. A masodik kérdést illetGen Conway eredménye, mely szerint [,,, < 19, megleps-
en sokaig a legjobb felsd becslés maradt I, értékére. Az elsS javitas Bezdek Andrasnak [1] kdszonhetd, aki, ugyancsak
elemi geometriai modszerekkel, 2011-ben konstrualt egy 18 lapu monostabil poliédert. Ezt 2014-ben Reshetov [7] javi-
totta 14-re szamitogépes modszerek alkalmazasaval. A harmadik, Conway és Guy altal 1969-ben feltett kérdés, hogy
a négyszoglapu gulak koézt van-e monostabil, még ma is nyitott.

Az utolso kérdésre igenls a valasz (1d. [5]), de ennek targyalasa meghaladja ezen cikk kereteit.
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