I. rész

1. Lara 3 piros, 4 kék és 3 sdrga épitékockdval jatszik, melyek legfeljebb csak a szinikben killonbéznek egymdstol.
Az dsszes épitdkockdt egymdsra téve szeretne egy tornyot épiteni.

Hdanyféle szinmintdzati tornyot épithet, ha

a) piros kockdt sem alulra, sem felilre nem tesz;

b) legaldbb két piros elem kozvetleniil eqgymds folott van? (12 pont)

Megoldas. a) Osszesen 10 kocka van, tehat 10 emeletes lesz a torony, ebbél a 3 piros kockat csak 8 helyre teheti,
8 7
ami <3> = 56 lehetGség. A 4 kék kockat a maradék 7 hely barmelyikére helyezheti, amit ( 4) = 35-féleképpen tehet

meg, a sarga kockak helye pedig mar egyértelmd. Mivel a piros, illetve kék kockik elhelyezése egymastol fiiggetleniil
torténik, a szinmintazatok szama 56 - 35 = 1960.

b) A két egymas folotti elemet ragasszuk képzeletben Gssze, és tekintsiik ket egy elemnek (az elemek sorrendjének
megszamolasa igy konnyebb; a szinmintazatnal majd figyelembe kell venni, hogy ez 2 kockanyi piros szin). A 9 kocka

214131
és a 2 szintes piros elem hol helyezkedik el. Azonban azt az esetet, ahol mind a harom piros kocka egymaés f6l6tt van,

lehetséges sorrendjeinek szama igy 2 - = 2520, ahol a 2-es szorz6 azért van, mert nem mindegy, hogy az 1 szintes

igy kétszer szamoltuk. Ragasszuk Gssze a harom piros kockat, igy megkapjuk, hogy ezen esetek szama
Tehat 2520 — 280 = 2240 megfelel§ szinmintazat van ebben az esetben.

2. Az abra egy f fiigguény derivdltfigguényének (f'(x)) egy részletét mutatja. Adjuk meg az aldbbi dllitdsok esetén,
hogy melyik igaz, melyik hamis, illetve melyiknél nem lehet ezt eldonteni. Vilaszunkat indokoljuk.

a) A 0 pontban az | figgvénynek lokdlis mazimuma van.

b) Ha 0 <z <2, akkor f(z) <0.

c) Az f fiigguény képe az origdra szimmetrikus a (—1,1) intervallumon.
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d) Az f figgvénynek az x = 2 helyen inflexids pontja van. (12 pont)

Megoldas. a) Igaz. Az f’ értéke a 0 helyen 0, és pozitivbol negativba valt.

b) Nem lehet eldonteni. Az f’ fiiggvény menetéb6l nem lehet pontosan rekonstruélni az f fiiggvényt. (Egy konstans
hozzdadasaval f értéke az adott intervallumon pozitivva vagy negativva tehets, mig a derivaltfiiggvény nem valtozik.)

c) Hamis. Mivel f’ az origora kézéppontosan szimmetrikus (rdadésul egy, az adott intervallumnal valamivel sztikebb
intervallumon), igy az f fliggvény az y tengelyre szimmetrikus (ezen a sziikebb intervallumon).

d) Igaz. Mivel f'(2) = 0 és nem valt elGjelet a 2-ben, igy inflexiés pontja van.

3. Krisztiannak 80 CD-b6l dllo gydjteménye van. A CD-k kozétt 48 olyan van, amin tibb eldadd szerepel (T), 24
olyan van, amin egy eldadd vagy egyittes szamai vannak (E), és 8 hangszeres zenei CD-je (H) is van. Sajnos Krisztidn
nem tul rendes, és az dsszes CD eqy fiokban hever egymds hegyén-hdatdn.

Egyik bardtja megkéri, hogy vigyen el a partijara 5 CD-t. Mivel — mint mindig — Krisztian nagy rohandsban van,
anélkil, hogy a fiokba nézne, kivesz onnan 5 CD-t.

a) Mi a valdszindsége annak, hogy csak hangszerest visz?

b) Mi a valdszinisége, hogy az 6t CD kizitt lesz legaldbb egy (T), viszont nem lesz (H)?

¢) Krisztidn rapillantott a kezében lévd CD-kre, és ldtta, hogy a legfelsé (H). Mi a valdszinidsége, hogy a tobbi is az?
(13 pont)
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Megoldas. a) A jo esetek szdma <5> = 56, az Osszes eset szidma (5> = 24040016, igy a valoszinliség p, =
56

T (~233-107%).
24040016( ,33-1077)



b) 1, 2, 3, 4 vagy 5 (T), és ennek megfelelGen 4, 3, 2, 1 vagy 0 (E) lesz a valasztott lemezek kozott (és nyilvan
8
mindig 0 (H), amit <0> = 0 = 1-féleképp valaszthatunk ki, de ezt nem sziikséges leirni):

o= DG+ (G)E) + (438(235)224) GG GG g s,

¢) Hasznaljuk a feltételes valoszintiségre vonatkozo képletet (itt most szamit a sorrend):

Do = P(els6 az és a tobbi is az) % __7-6-5-4 (~2,33-107°)
e = p = T879787776 D '
P(elss az) S 79-78-77-76

4. Oldjuk meg a kévetkezd egyenleteket a valds szamok halmazdn:
a) 24171 . 42z+3 _ 8:6
)

b) \Jr—+vVr+2<2. (14 pont)
Megoldas. a) Alakitsuk at mindkét oldalt:
24:671 . 24m+6 — 23I

28I+5 — 23LE

Az exponenciilis fliggvény szigort monotonitasa miatt ebbdl 8x + 5 = 3z, és igy * = —1 kovetkezik, ami az ekvivalens
lépések miatt megoldasa az egyenletnek.

b) A bal oldal nemnegativ, igy az egyenlGtlenséget négyzetre emelhetjiik: z — vz +2 < 4, de 0 < z —+v/x + 2-nek is
teljesiilnie kell. Ekkor 2 > v/ 4+ 2 > 0, amib6l 2* > = + 2, vagyis 2° —x — 2 = (x 4+ 1)(z —2) > 0. Ebbdl pedig = > 2
vagy = < —1 kovetkezik, de ez utébbi ellentmond az = > 0 feltételnek.

A belsé gyokjel alatt is nemnegativ szam kell, hogy alljon, vagyis z > —2.

A kett6t Osszevetve x > 2 adddik. Ekkor megoldandé az x — 4 < vx + 2 egyenlGtlenség. Ha 2 < z < 4, akkor a bal
oldal negativ, a jobb oldal pozitiv, tehat ez megfelels. Ha 2 > 4, akkor négyzetre emelve az z° — 8z + 16 < x + 2
egyenlGtlenséget kapjuk, amib6l 22 — 9z + 14 = (x —2)(x —7) <0, azaz 2 < 2 < 7. Ekkor tehat 4 <z < 7.

Az egyenl6tlenség megoldésa: 2 < x < 7.

II. rész

5. A Schiller Gimndzium didkjainak mindegyike elsd idegen nyelvként angolt tanul, és legaldbb egy, legfeljebb két
nyelvet vdlaszthatnak o francia, spanyol és latin kozil. A 10. éufolyam 72 didkjabol 40-en két nyelvet is vdlasztottak.
48-an tanulnak francidul, 40-en spanyolul és valahdnyan latinul. 24-en tanulnak francidul és spanyolul is, és 12-en
francidul és latinul.

a) Hdnyan tanulnak dsszesen latinul; és ebbdl hanyan spanyolul is?

Az éufolyamrdl egy tanulot véletlenszerden kivdlasztva mi annak a valdszinisége, hogy

b) francidul és spanyolul,

¢) francidul vagy spanyolul,

d) vagy francidul, vagy latinul (de nem mindkét nyelven) tanul? (16 pont)

Megoldas. Kezdjiik el kitolteni a Venn-diagramot. Jeloljiikk a nyelveket kezdgbetijiikkel. A 40 didk koziil, akik
2 plusz nyelvet is valasztottak, 24-en francidul és spanyolul, 12-en francia és latin nyelven, tehat 40 — 24 — 12 = 4
tanul6 valasztotta a spanyolt és latint. A 40 spanyolul tanul6 koziil 24 + 4 = 28 tanul6 valasztott még egy nyelvet, igy
40 — 28 = 12 didk tanul csak spanyolul (az angol mellett, amire ezutdn nem tériink ki). A csak francidul tanul6 didkok
szama 48 — 24 — 12 = 12. Végiil, a csak latinul tanulok szama 72 — (24 + 12+ 4+ 12+ 12) = 8.



a) Tehat osszesen 12 + 4 + 8 = 24 diak tanul latint, és ebbdl 4 spanyolt is.

24 1
48+16 64 8
D= =R Ty
(124+24)+(8+4) 48 2
D ey = 7 RT3

6. Egy parkban néhdny, betonbdl készilt, félgomb formdji virdgtartot haszndlnak. A félgombok belsé sugara 44 cm,
falvastagsdga 8 cm, a beton strisége 2,2 g/cmB.

a) Hiny m® virdgfold fér egy ilyen tartéba?

b) Milyen nehéz egy tarté?

c) A tél bedllta elétt mindegyik tartdt kitritik, majd hdrmat-hdrmat egymdsra helyeznek. Milyen magas egy ilyen
rakds?

d) Tavasszal tjra kihelyezik a tartékat. Eldtte fehérre meszelik a tartok kilsd részét (a peremet is). Egy-egy virdg-
tartonak mekkora teriletid része lesz igy frissen meszelve (cm®-ben)? (16 pont)

Megoldas. Hasznéljuk az dbra jeloléseit. A virdgtartok belsé sugara r = 44 cm, kiils§ sugara r, = 52 cm, két
egymaésra rakott tarté aljanak tavolsaga pedig x.
a) A tartoba tehetd viragfold térfogata:

1 4
Viiragfold = 3 §W3 ~ 0,178 m?.
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b) A tarto térfogata:
1 4
Viarto = 5 - gwoﬁ — %) ~ 116 080 cm?®.

A tarto tomege: m = o - V = 255 kg.
c) A Pitagorasz-tételt felirva: r2 = 2?72, amibél z ~ 27,7 cmn, és igy a kérdezett magassag: h = 2x+7r, ~ 1074 cm.
d) A lefestendd feliilet all egy r,, sugaru félgdmbbol, valamint egy r, és r sugart kor altal meghatarozott korgytribdl:

1
F= 3 A2 4+ w(r? —r?) = 7(3r2 — r?) ~ 19402,48 cm?.

7. Egy téglalap oldalar a1 = 2 m és by = 3 m. Felosztjuk két téglalapra az dbran ldthato mddon gy, hogy az eqyik
hasonld az elséhdz, oldalai as és bo = ay. Ezt a mdsodik téglalapot is felosztjuk gy, hogy a kapott két téglalap kézil
az eqyik hasonld hozzd, és ennek a harmadik téglalapnak az oldalai as és by = aq. Ezt az eljdrdst folytatjuk.

a) Milyen hossziak az n-edik téglalap oldalai?

b) Milyen n esetén lesz az n-edik és az (n + 1)-edik téglalap teriiletének kilonbsége 1 cm?-nél kisebb?
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as

a2:b3

a] = b2
¢) Mekkora az elsé n téglalap keriletének dsszege? (16 pont)

2
Megoldas. a) by = 3 m, a1:2m:§b1;
2 2 2.2
b = :—b' :—b = | — -b'
2= 312,a2 322 (3) 1; , ,
n—1 n

bn: nfz_bnfz_ ba n:_bn:_ - by.

Gn—1 3 1 (3) 15 @ 3 (3) 1

b) Irjuk fel az n. és az (n + 1). téglalap teriiletét:

2n 2n—1 22n—1
To=ap bp=[=] b= b= (2 b2,
wte=(3) 0o (3) n=(3)

2n+1 2n 22n+1
Toit=ans1 bns1= (=) b1-(2) by=(2 b2,
ammntn=(5) 0 (5) 0= (5)

2 2n—1 2 2
Ty —Tht1 = (g) : (1 - (g) > b}

Mivel b; = 300 cm, azért ez pontosan akkor kisebb 1 cm?-nél, ha

GF (-0 < om

2 2n—1 B 1
3 50000’

2 1
2n—-1)-1g= <lg—-

A kettd kiilonbsége:

Ekvivalens atalakitasokat végezve ebbdl:

3 50000’
1
on 1> lgW _ —1g50000,
lg 5 lg2—1g3
1 1g 50 000

————— ~138.
73 2(1g2 —1g3) ’

Tehat n > 14 esetén lesz az n-edik és az (n + 1)-edik téglalap teriiletének kiilonbsége 1 cm®-nél kisebb.
¢) Az els6 n téglalap keriiletének Osszege:
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8. Egy kalandpark pdlydjan két fa kozétt egy fiiggohid taldlhaté. A felfiiggeszett hid alakjinak dltaldnos képlete

kx —kx
flz)=a- ﬁ, ahol a €és k valds paraméterek. Az 1. abrén aza =1 ésk =0,5, k =1, illetve k = 2 értékekhez

[SUAR )

)

tartozo ldncgdrbék lithatok[

LA 8. feladat szdvegébdl eredetileg kimaradt, hogy a gorbék az a = 1 értékhez tartoznak.




4 -3 —2 -1 ol 1 2 3 1 =i dbra

5m 8 m

20 m 2. dbra

a) A 2. abran a hid vdzlatos oldalnézetét litjuk. Hatdrozzuk meg a hid gorbéjéhez tartozd két paraméter értékét 3
tizedesjegyre kerekitve (a talajszintet tekintsik az x-tengelynek.)
b) Hatdrozzuk meg, hogy az A pontban a hid milyen szoget zdr be a vizszintessel.
¢) Reklamfelilelet szeretnének felszerelni a hid egyik oldaldra gy, hogy a felilelet a talajszint, a hid és a két fa
zdrja kézre. Mekkora felilet keletkezik igy?
(16 pont)

eo—i—eo

Megoldas. a) f(0) =5, vagyis5=a - 5%

, amibdl 5k = a. Tudjuk még, hogy

el0k | o —10k el0k | o—10k
8=f(10)=a- ——— =bk ————
f(10)=a ok TR
amibol 3,2 = e!% 4 ¢ 710k, Legyen u = el ekkor u-val beszorozva kapjuk, hogy u? — 3,2u + 1 = 0, amibél Ut =

32+y1024—4 _ 32+25
- 2

ko = —%,105 és a megfelels a értékek a3 = 0,525 és as = —0,525. (A lancgorbéknél a pozitiv értékeket szokas
hasznéalni.)

b) f(x) = 2,510 + e7019) amib6l f/(z) = 2,5 - 0,105 (%105 — 701057 "eg fgy f/(10) A 0,658. A keresett
szoget a-val jeldlve tga = f'(10) = 0,658, amibdl a ~ 33,3°.

Tehat az A pontban a hid koriilbeliil 33°-o0s szoget zar be a vizszintessel.

c)

, azaz up = 2,85 és uz = 0,35 (a két szam egymas reciproka). Ebbsl £y = 0,105,

10
T—9. /275(60,10590 +em01057) gy —
0

1 1 10
—9. 125 = 0105z _ 0,105z _
"\ 0,105 0,105 0

1 1 1 1
—5 1,05 ~1,05) _ 0_ 0) ~ 11941 m?.
(0,1056 0,105° 0,105 ~ 0,105° A

9. a) Hiny osztdja van a 2018 - 2019, illetve a 2018%°'? szamnak?

b) Mennyi az egyik, illetve a mdsik szdm osztéinak az dsszege?

¢) Bizonyitsuk be, hogy 20182°'% legaldbb 3 - 2019 szdmjegybdl dll.

d) Melyik nagyobb: 20182°1% yagy 201970187 (16 pont)

Megoldas. a) 2018 = 2 - 1009, 2019 = 3 - 673, igy az osztok szama:

d(2018 - 2019) = d(2 - 3 - 673 - 1009) = 2* = 16,
d(2018%019) = 4(22019. 10092°19) = 2020% = 4 080 400.

b) 2018 - 2019 osztoi:

1, 2, 1009, 2018; 3-1=3; 3-2=06; 3-1009 = 3027; 3 - 2018 = 6054;
673-1=1673; 673-2 =1346; 6731009 = 679057; 673 - 2018 = 1358 114;
2019-1 = 2019; 2019 -2 = 4038; 20191009 = 2037 171; 2019 - 2018 = 4074 342.



Osszegiik 8168 880. (Ezt az Gsszeget igy is kiszamolhatjuk:

22 -1 10092-1 32—-1 67321
2—-1 1009-1 3-1 673-1

=3-1010-4-674 = 8168 880.)

20182919 0szt6it az els6 modszerrel nehéz lenne dsszeszamolni. Vegyiik észre, hogy minden oszté 2% - 1009! alaka,
ahol k és [ 0 és 2019 kozotti tetszoleges egész szam lehet. Tehat az osztok Osszegét felirhatjuk

2019 2019
j{: ok . j{: 1009
k=0 =0

alakban, hiszen minden oszt6 két szam szorzata az alabbi tablazatban:

1]2]4]8]... | 2%0080

1009
1009°

100é2019

Az Gsszes lehetséges szorzat Osszege igy

10092020 —1 22020 1 10092020 — 1

— . (22020 _ Y.
1009 — 1 2-1 1008 ( )
¢)
¢) 20182019 2 103)2019 — 92019 1()3-2019 _ (210)201 .99 . 106057 5
N (103)201 .99 . 106057 _ 10603 . 99 . 190057 _ 519 . 100660 -

> 5-102 - 10%660 = 5. 106662
ami legalabb 6663 > 6057 = 3 - 2019 szamjegy.
d)
d) 2018291 2 20192918,

2018
2019) =2,7176....

? —_—_
2018 ! (2018

Tehat 2018%°1% a nagyobb.



