1. Az ABC hdromszdg beirt kére a BC, a CA, illetve az AB oldalt rendre az A1, a By, illetve a C1 pontban érinti,
A-bol indulo silyvonala pedig az M pontban metszi a B1C1 szakaszt. Mutassuk meg, hogy az A1 M szakasz merdleges
a BC oldalra.

I. megoldas. Ha |AB| = |AC|, akkor az abra szimmetrikus az A-bol indul6 magassagra, amely egyben silyvonal
is. Ezért az A; és az M pont is ezen a szimmetriatengelyen fekszik, igy az allitas trivialis.

A tovabbiakban feltessziik, hogy |AB| # |AC|. Ekkor az A-bdl indulo szogfelezs nem merdleges a BC oldalra, tehat
az AB-nek egy, a BC-re mersleges egyenesre vett tiikorképe nem parhuzamos AC-vel.

Legyen K az ABC haromszog beirt korének kdzéppontja, és jelolje A', B' és C] rendre az A, B, illetve C; pontoknak
az A1 K egyenesre vett tiikorképét. Lattuk, hogy AC és A’ B’ nem parhuzamosak, ezért egyértelmien létezik az AC és
A'B’ egyeneseknek egy P’ metszéspontja. Legyen P a P'-nek az A K-ra vett tiikorképe, valamint jeldlje N a PP’ és
A1 K metszéspontjat (1. dbra).

B Ay B’ C 1. dbra

Ekkor KNP’ = 90° a tiikrozés miatt, illetve K By P’ = KC{P'< = 90°, hiszen P’'B és P'C] a beirt kor érint6i.
Ezek szerint K, N, By, P’ és C| egy k koroén vannak, konkrétan a K P’ Thélesz-korén. Ezen k kornek P'By és P'C|
egyenld hosszisagn hurjai (mivel mindkét szakasz a beirt kérnek ugyanabbol a P’ kiilsé pontbol hazott érintdje),
tehéat k-ban ugyanakkora keriileti szogek tartoznak hozzajuk: BiNP'< = C]NP'< = Cy N P<; az utobbi egyenlGség
a tiikrozés miatt igaz. Ezek szerint N illeszkedik a C} B; szakaszra.

BC 1 A{K | PP’ miatt BC || PP’ ¢s |PN| = |P'N| a tiikrozésbol adodéan. Alkalmas, A-bol végzett kdzéppontos
hasonlosag tehat PP’-t BC-be és N-et a BC szakasz felezGpontjaba viszi. Ez pedig azt jelenti, hogy N rajta van
az ABC haromszog A-bol indulé sialyvonalan. Az N pont tehat megegyezik a By Cy szakasznak és az ABC haromszog
A-bo6l indul6 stlyvonalanak metszéspontjaval, M-mel, ahonnan A1 M = A; N | BC adodik. Nekiink pedig pontosan
ezt kellett igazolunk. |

Az alabbiakban ko6zoljik Egri Maté rendkiviil szellemes megoldasanak vézlatat is.

II. megoldas. Jeldlje ) az ABC héaromszog beirt kdrének Aj-gyel atellenes pontjat, és legyenek rendre E és F
a beirt korhoz Q-ban hazott (és BC-vel parhuzamos) érintének az AB és AC oldalakkal vett metszéspontjai (2. dbra).

B Ay C 2. dbra

Azt fogjuk megmutatni, hogy az M pont egyrészt megegyezik EC és BF metszéspontjaval, masrészt, hogy illesz-
kedik az A;Q szakaszra.

A konstrukci6 folytan EBCF trapéz, igy atloinak metszéspontjat a szarak metszéspontjaval (azaz A-val) 6sszekotd
egyenes felezi az alapokat. Ez azt jelenti, hogy FC és BF metszéspontja illeszkedik az A-boél indulé sulyvonalra.

A tovabbiakban a jol ismert Brianchon-tételre tamaszkodunk, amely szerint egy érint6hatszog szemkozti csticsait
Osszekot harom atlo egy ponton halad at. A tételt abban az elfajul6 esetben alkalmazzuk, amikor az érintGhatszog
bizonyos csticsai a hatszog beirt korén vannak.

Nlyenforméan az ECy BC By F elfajulé érintGhatszog fenti tulajdonsiga alapjan Cy B tartalmazza EC és BF met-
széspontjat, amely — mint lattuk — az A-boél indulé salyvonalon van. Tehat EC és BF valoban az M pontban metszik
egymast. Az FBA;CF(Q érintGhatszogre pedig az adodik, hogy A;Q is tartalmazza M-et. A feladat allitdsa innen
kozvetleniil adodik. ]

2. Legyenek vi,va, ..., v, a térbeli derékszogi koordindtarendszer egész koordindtdji, pdronként kilonbozd, p hosszi-
sagu vektorai, ahol p primszdm. Tegyik fel, hogy tetszdleges 1 < j < k < n esetén van olyan 0 < ¢ < p egész szdm,
melyre a v; — £ - vy, vektor mindhdrom koordindtdja p-vel oszthato. Igazoljuk, hogy n < 6.



Megoldas. Ha p = 2, akkor a p hosszusagu, egész koordinataju vektorok kizarolag a (£p, 0,0), (0, +p,0), (0,0, £p)
vektorok lehetnek, amibdl pontosan hat db van. A tovabbiakban feltessziik tehat, hogy p > 3. Figyeljiik meg, hogy ha
valamelyik v; vektor mindharom koordinéatdja p-vel oszthatd, akkor a feladatbeli feltétel szerint valamely 0 < £ < p
esetén a v; — £ - vy vektor mindharom koordinataja oszthat6 p-vel. Ekkor azonban az ¢ - vj vektornak, kdvetkezésképp
a v vektornak is mindharom koordinataja oszthat6é p-vel, tehat a vi,...,v, vektorok mindegyikére ugyanez igaz.
Tekintettel arra, hogy a p hosszisagu, p-vel oszthatod egész koordinataju vektorok csupan hatfélék lehetnek (konkrétan
(£p,0,0), (0,%p,0), (0,0,+£p)), ezért feltehetjiik, hogy a v; vektorok egyikének sem oszthaté mindharom koordinatéja
p-vel.

A feladatbeli feltétel miatt tetszbleges 1 < j < k < n esetén létezik olyan p 1 £ egész, amelyre az u = (v; —£-vy)/p
vektor mindharom koordinataja egész. Ekkor (az x és y vektorok skalaris szorzatat (x,y)-nal jelolve)

Vil = (vi,vi) = (p-u+l-vi,p-utl-vy) =
=p*- (w,u) +2pl- (u,vy) + 2 (Vi, Vi) =
=p* [u]? +2pl - (w,vi) + £ [vi [,
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—2pl- (u,v) =p° - [ul” + 0 |vi|” = [v;|" =p* Ju" + 2 p* — p* =p*(lu|" + £ - 1).

Mivel p > 2 és |u|® = (u, u) egész, ezért a fenti egyenlség bal oldala is p? tébbszordse, tehat p | (u, vy ). Ekkor

(vi,vi) = (p-u+L-vi,vg) =p(u,vg) + (v, Vi) =
=p(u,vi) + £ [vi]” = p(u, vi) + £ - p,
igy p | (u,vi) okén p* | (v;,vi). Azonban |(v;,vi)| < |v;| - |vi| = p* miatt (v;, Vi) csak +p® vagy 0 lehet. Ezért ha
v; és vi nem parhuzamosak, akkor bizonyosan merélegesek egymaésra.

Azt kaptuk tehét, hogy a vi,va,..., v, vektorok meghatarozta irdnyok paronként merdélegesek, ezért legfeljebb
harom ilyen iradny lehetséges. Minthogy az azonos irdnyt meghatarozé vektorok egymaés ellentettjei, ezért minden
irdnyt legfeljebb két vektor hataroz meg, innen pedig kozvetleniil adédik a bizonyitandd n < 6 allitas.

|

Megjegyzés. Ha p = k® + k + 1 valamely k pozitiv egészre, akkor megadhato hat olyan vektor, amelyek teljesitik
a feladatbeli kovetelményeket, és egyikiik sem parhuzamos a koordinatatengelyekkel. Kénnyd ellendrizni, hogy példaul
a (k. k + 1,k(k + 1)),
(k+1,—k(k+1),k), illetve (— k(k + 1), —k, k + 1) ilyen vektorharmast alkot.

Altalanossagban az igaz, hogy a 2 és az 5 kivételével minden p primre létezik hat vektor a fenti tulajdonsaggal.
A részletekért 1d. az A. 744., ehavi szamunkban kitiizott feladatot.

3. A k utedbdl dllo Aprajafalvin k(n — 1) + 1 klub mikodik, mindegyik tagsiga n torpét szémldl. Egy torp tobb
klubnak is tagja lehet, és két torp bizonyosan ismeri eqymdst, ha klubtdrsak vagy ha ugyanabban az utciban laknak.
Igazoljuk, hogy kivdlaszthato n kilonbozo klub és ezeknek egy-eqy tagja gy, hogy ez az n tag paronként kilonbdzd legyen
€s kozilik bdrmely kettd ismerje egymdst.

Megoldas. Legyenek a klubok K7, K, ... és valasszunk sorra minden klubbdl egy-egy képvisel6t azzal a megszori-
téassal, hogy minden torp legfeljebb egy klubot képviselhet. Ha e valasztasok soran a K; klubb6l nem tudunk képvisel6t
valasztani, akkor az azért van, mert K, minden egyes tagja (akik persze paronként ismerik egyméast) mar képvisel
egy-egy kiilonbozs klubot, ezért kész vagyunk. Ha azonban mind a k(n — 1) + 1 klubbol sikeriil kiilonboz6 képviselst
valasztani, akkor a skatulya-elv miatt koziiliik n torp ugyanabban az utcaban lakik, és ezért ismerik egymast. g



