Politépok és a gobmb d-dimenzidéban

Gauss tizenkilenc éves koraban igazolta, hogy a szabalyos 17-sz0g (magyarul heptadekagon) megszerkeszthets korzo
és vonalz6 hasznalataval [1]. Eredményére annyira biiszke volt, hogy gy rendelkezett, hogy a sirkovére véssenek egy
szabéalyos 17-szoget. A sirkéfaragok erre nem voltak hajlandok, mert a szabdlyos 17-szdg lényegében egy kir. Ebben
a cikkben nem Gauss munkajaval foglalkozunk, hanem a sirk6faragok fenti igazsagaval.

1. dbra. Szabéalyos 17-szdg

A modern sirk6faragok mar nemcsak sikbeli dbrakkal dolgoznak, hanem térbeliekkel is, 6k a szobraszok és a hologram-
késziték. Es az igazan modern sirkéfaragok magasabb dimenziés abrakkal is dolgoznak, 6k a matematikusok, sét, mara
mér a fizikusok, kézgazdaszok, és a bioldégusok is.

Azt fogjuk koriiljarni, mennyire lehet egy d-dimenziés konvex testet egy politoppal (a sokszég magasdimenzios
megfelelGje) kozeliteni. Ehhez persze tisztézni kell, hogy mi az a d-dimenzios konvex test, mi az, hogy politop, és mit
jelent az, hogy egy politop kozel van egy konvex testhez.

1. Ha a négy dimenzid a téridg, akkor a hat dimenzidé az a ,térid6hémérsékletparatartalom”?

Lényegében igen. Kicsit pontosabban: megtanultuk, hogy a sikban, miutan felvettiink egy koordinatarendszert,
a pontok helyett beszélhetiink valos szamparokrol, (z;y). A koordinatak nyelvén nem csak pontokrol, hanem ponthal-
mazokrol is tudunk beszélni. Felirhatjuk példaul a (2;7) kozépponti, 3 sugara kor egyenletét: (x — 2)2 +(y — 7)2 =9,
vagy egy egyenes egyenletét: 152z — 3y + 8 = 0. Innen kis lépés a tér pontjait valoés szamokbol all6 harmasokkal,
(z;y; z) azonositani. Aztan felirhatjuk bizonyos térbeli alakzatok egyenleteit is. Példaul a (2;7; —8) kozéppontt, 3 su-
gartl gombhéj egyenlete (z — 2)> + (y — 7)° + (2 + 8)> = 9, vagy egy sik egyenlete 15z — 3y + 15z + 8 = 0. Most egy
nagyon bétor 1épés kovetkezik: irjunk egy zardjelen beliilre 6 szamot egyméstol pontosvesszdvel gondosan elvéalaszt-
va: (r1;20; 035 24; T5; ). 1gy peéldaul (—2;—3;22,5;9;11;8) egy pont a hatdimenzios térben, amelyet — mivel valos
szamhatosok alkotjak — RC-tal jel6liink (és mondjuk ,err ad hat”-nak olvashatunk).

De mi ennek az értelme? Amit hat valos szammal lehet leirni, arrol beszélhetek ugy, mint R® egy pontjarsl. Ha
mondjuk megmérjiik egy hangya 6 labanak a hosszat, akkor kapunk egy pontot (x1;x9;...;26) € R, Egy masik
hangya ad egy masik pontot (z7;zh;...;25) € R®. Hogyan fejezziik ki azt, hogy a két hangya mennyire hasonl6?
Vegyiik a két R%-beli pont tdvolsdgdt, amelyet, a két- és haromdimenzios eset kiterjesztéseként definialhatunk igy:

(1) d((z1;m9;. . .3 26), (@) 2h; .. 25)) ==

= @1 = 2))% 4 (2 — 25) 4 .+ (w6 — 7))

Hogyan lehet elképzelni a hatdimenzios teret? Erre nincs kanonikus valasz, én gy képzelem el, mint a haromdi-
menzi6sat, persze tudva, hogy ez a kép valamennyire pontatlan. Példaul az 5x1 — 322+ 8x3 — 1224+ 225+ 326 +8 =0
egyenlet egy hipersikot ir le, amelyet ugyantgy lehet elképzelni, mint egy sikot a térben. Es ez a kép jo is, példaul
éppen ugy két féltérre osztja RS-ot, ahogyan egy sik is R3-at: vannak olyan pontok RS-ban, melyekre 51 — 35 + 83 —
1224+ 2x5+ 326+ 8 > 0, és vannak olyanok, melyekre 5x1 — 3x +8x3 — 1224 + 225 + 3x6 + 8 < 0. De vigyazni kell ezzel
a képpel, mert mig két altalanos helyzetd sik metszete egy egyenes, haromé pedig egy pont R*-ban, addig R°-ban két
altalanos helyzetd hipersik metszete egy 4-dimenziés ponthalmaz, harom altalanos helyzetd hipersik metszete pedig
egy 3-dimenzios ponthalmaz R%-ban (most a dimenziot és az altalanos helyzetet nem definidlom).

2. R? geometriaja

Legyen mostantol d egy pozitiv egész szam. Az eddigiek alapjan a d koordinatabol all6 pontok terét R%-vel jeldljiik,
és elemeit hol vektoroknak, hol pontoknak hivjuk. Megvan tehat a teriink ponthalmaza, kell még néhany mennyiség,
struktira, amelyektsl ennek a térnek geometridja is lesz. Err6l szol ez a fejezet.



a kozponti fogalom. Két d-dimenzios vektornak, u = (uq;us;...;uq)-nak, illetve v = (vi;v2;...;vq)-nek a skaldris
szorzatdt az

(2) (u,v) :=ujvy + ugv2 + ... + uqvg

képlettel definidljuk. Ennek segitségével definidlhatjuk egy wvektor hosszdt, |v| := +/{v,v). Vegyiik észre, hogy ez
éppen a két- és haromdimenzios definicio altalanositasa: a koordinatak négyzetosszegének gyoke. Ebbdl kapjuk két
pont tdvolsdgdt, d(u,v) := |u — v|, ami persze éppen az (1) egyenlet atirva d koordinatara. Igy mar tudjuk, mi
az origd kozéppontda p > 0 sugarG (t6mor) gomb: azon (z1;x2;...;x4) € R? pontok halmaza, melyekre teljesiil
az 2 4+ x2 4+ ... + 25 < p? egyenlStlenség. Ezt B(p)-val fogjuk jelolni, és ha p = 1, akkor elhagyjuk, és egyszertien
B-t irunk. Azt is meg tudjuk fogalmazni, hogy egy alakzat ,nem nyulik a végtelenbe” a H C R? halmazt korldtosnak
hivjuk, ha van olyan p > 0 valés szdm, amelyre H benne van B(p)-ban.

A skalaris szorzatot kozépiskolaban a sik, illetve a tér két, a szdget bezar6 vektorara az (u,v) := |u||v|cosa
képlettel szoktuk definidlni, aztan belatjuk a (2) képletet. Most (2) a definicid, és belathatd (ezt nem tesszitk meg),
hogy a sikon, illetve a térben igaz a koszinuszos képlet. A szoget d-dimenzidban egyszertien a skalaris szorzasbol
definialjuk, amit egy kicsit el6 kell késziteni.

A Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenldtlenség szerint barmely uy, ..., uq és v1,...,vq valos szamokra teljesiil,

hogy
d
Z U;UV;
i=1

(ezt most nem bizonyitjuk), ami masképp igy irhato: |(u,v)| < [uf|v|.
Definialjuk ezért az u és v vektorok szdgét ugy, mint az az « € [0, 7] valos szam, melyre

<

=1

cosa = M
ulul

Feladat: Lassuk be, hogy a tavolsagra teljesill a hdromszdg-egyenldtlenség, azaz tetszGleges harom u,v,z € R?
pontra igaz, hogy d(u,v) + d(v,z) > d(u, z).

Ez az allitas és sok hasonlé tobb-kevesebb szamolast igényel, azonban mind hihet&bbé valnak, ha magunkéva tessziik
azt a geometriai képet, hogy barmely 3 pont egy (kétdimenzios) sikban van, és az R-beli tavolsag ebben a sikban
pontosan a sik szokdsos geometriajat adja meg.

2.2. Konvex halmazok. Ahhoz, hogy konvex halmazokrol beszélhessiink, tudnunk kell, mi az a szakasz. Adott

1 1 .
két vektor, u,v € RY. Hogy kapjuk meg a szakaszuk felezGpontjat? Az Ju + M képlettel. Es az u-hoz koézelebbi

harmadolépontjat? A §u+ %v képlettel (ezt gondoljuk végig a sikon vagy a térben). Igy nem meglepd, hogy altalaban
a szakasz tetsz6leges pontjat A\ju+ Aov alakban kapjuk meg, ahol A, A2 nemnegativ valés szdmok, melyek 6sszege 1.
A szakaszra egy jelolést is bevezetiink: [u,v] := {A\u+ Aav: A, A2 >0, A\; + Ay = 1}

Egy K C R? halmazt akkor hivunk konvexznek, ha tetszéleges u, v € K pontokra [u, v] C K fennall.

Hogyan ,egészitiink ki’ egy halmazt konvex halmazza? Azt mondjuk, hogy az R%beli H halmaznak a K halmaz
a konvex burka, ha K konvex, tartalmazza H-t, és a legkisebb ilyen halmaz, azaz barmely L konvex halmazra, amely
tartalmazza H-t igaz, hogy K C L. Belathato, hogy minden halmaznak pontosan egy konvex burka van.

T6bbszor hasznaljuk majd a fenti definici6 egy kdvetkezményét: ha az A C R4 véges halmaz benne van az L konvex
halmazban, akkor A konvex burka is benne van L-ben.

Egy kétpontu halmaz konvex burka a szakaszuk. Hairom pontra mi a helyzet? A konvex burkuk nyilvan a haromszog-
lemez, melynek 6k a cstcsai. Hogyan kapjuk meg a sikon egy u, v, w cstcst haromszoglemez pontjait? A stulypontjat
példaul az (u + v + w)/3 képlettel (lassuk be). Kicsit altalanosabban: ha vesziink A1, Ao, A3 > 0 silyokat, melyek
Osszege 1, akkor a Aju+ \av + Agw helyvektora pont a haromszoglemez egy pontja (ezt probaljuk ki, és lassuk is be).

Mindezt ennél kicsit dltalanosabban is elmondhatjuk: adott véges sok R%beli vektor, uy, us, . .., us. Ekkor egy

Aug + Aus + ...+ Apug

alaku kifejezést, ahol A1, Ag, ..., Ak > 063 Ay + Ao + ...+ A = 1, konvex kombindcionak hivunk. Az eddigiek szerint,
ha rogzitiink két pontot a térben, és vessziik az 6sszes konvex kombinacidjukat, akkor pontosan a szakaszuk pontjait
kapjuk. Ha pedig rogzitiink harom nem egy egyenesre esé pontot, és vessziik az 0sszes konvex kombinaciéjukat, akkor
pontosan annak a haromszoglemeznek a pontjait kapjuk, melynek 6k a cstcsai.

Igazolhat6, hogy ha egy H C R? halmaz osszes véges részhalmazanak vessziik az Gsszes konvex kombinaciojat,
akkor éppen H konvex burkat kapjuk.

Feladat: Mutassuk meg, hogy H pontosan akkor konvex, ha tetsz6legesen valasztva véges sok pontot H-bdl, az &
konvex burkuk H részhalmaza.



2.3. Konvex politopok. Emlékezziink vissza arra, hogy mi is egy hipersik R%-ben: Adottak az a1, as,...,aq
szamok, melyek koziil legalabb egy nem nulla, és még egy aq+1 szdm. Ekkor az ayxq1 + asxo + ... 4+ agrqg + ag+1 =0
egyenletet kielégits (z1;...;x4) pontok halmaza egy hipersik.

Konvez testnek neveziink egy olyan korlatos konvex halmazt, amely nem része semmilyen hipersiknak (azaz nem
»apos”).

Definialjuk a sikbeli konvex sokszog és a térbeli konvex poliéder altalanositasat, a d-dimenzids konvex politépot ugy,
mint véges sok R-beli pont konvex burka. Ez a definicié nem tokéletes: a térben, R3-ban, példaul megengedi, hogy
vegyilik harom nem egy egyenesre esé pont konvex burkat, azaz egy haromszéget. Ezt nem szeretnénk 3-dimenzids
politépnak hivni, ezért a definiciot kiegészitjiik: véges sok, nem egy hipersikba es6 R%-beli pont konvex burkat d-
dimenzids konver politépnak hivjuk. Igy minden konvex politép egy konvex test (ehhez lassuk be, hogy valéban
korlatos halmaz).

A csiics fogalmat nem definidlom, mert hosszadalmas lenne, szemléletesen meg ugyis érthetd. De hasznalni fogom
azt a tényt, hogy, ha egy konvex politép elGall n pont konvex burkaként, akkor csicsainak halmaza ezen n pont
részhalmaza, és igy persze legfeljebb n csticsa van. Miért nem mondom, hogy mind az n pont cstcs? Vegyiik példaul
egy kocka 8 cstcsat és a kdzéppontjat. A kocka ezen 9 pontnak a konvex burka, mégse szeretném a kézéppontot is egy
cstcsnak hivni.

A sikban két pont mindig egy egyenesre esik. Ha vesziink harom, nem egy egyenesre esé pontot, a konvex burkuk egy
haromszog. A térben hérom pont mindig egy sikba esik. Ha vesziink négy, nem egy sikba es6 pontot, a konvex burkuk
egy tetraéder. Belathato, hogy d dimenzioban tetszsleges d pont egy hipersikba esik (ez a hipersik nem feltétleniil
egyértelmt). Aki meg tud oldani sokismeretlenes linearis egyenletrendszereket, akkor ezt lassa is be. Ha nem, akkor
elhihetjiik a térbeli eset alapjan.

Gondolkodnivalé: R%ben d+ 1 nem egy hipersikra es§ pont konvex burkanak a neve szimplex, ez talan a legegysze-
riibb d-dimenzios konvex politép. A szimplexnek persze d + 1 csicsa, tehat 0-dimenzios lapja van, és d 4+ 1 hiperlapja,
tehat (d — 1)-dimenzios lapja. Ha 0 < k < d, akkor hany k-dimenzios lapja van? Ehhez a kérdéshez az lenne tisztessé-
ges, ha definidlndm egy konvex politép k-dimenziés lapjait, de nem leszek tisztességes, és a lap értelmezését az Olvasd
képzeletére bizom.

2.4. Térfogat. Szinte minden készen all arra, hogy R%ben geometridval foglalkozzunk, kivéve egy mennyiséget,
amelyet a geométerek nagyon kedvelnek, a térfogatot. A teriiletet kozépiskolaban valahogy igy vezetik be: egy a ol-
dalhosszii négyzet teriilete a®. Ha adott egy korlatos konvex sikidom, K, akkor vehetiink véges sok atfedés nélkiili,
a koordinatatengelyekkel parhuzamos oldalii négyzetet K-ban, és kiszamolhatjuk az Osszteriiletiiket. Az igy megkap-
hato Osszteriiletek szuprémuma K teriilete. A szuprémum majdnem ugyanazt jelenti, mint a maximum. Pontosabban:
K teriilete 5, ha nem tudok K-ba ugy véges sok atfedés nélkiili, a koordinatatengelyekkel parhuzamos oldala négyzetet
rajzolni, hogy az Gsszteriiletiik nagyobb legyen, mint 5, de barmilyen 5-nél kisebb ¢ szamhoz tudok olyan négyzeteket
rajzolni, amelyek Gsszteriilete legalabb .

A haromdimenzids térben hasonldéan definidljuk egy konvex test térfogatat, igy a kovetkezd definicié nem meglepd.
Legyenek adottak az aj,as,...,aq és a by, ba, ..., by valos szamok, melyekre teljesiil, hogy a; < b; minden i-re. Ekkor az

[a1, b1] X [az, ba] X ... X [ag, bg] := {(xl; Toj...;Zq) € R?: gz, € [a;, b;] }Rd—beli halmazt tengely-parhuzamos téglanak
hivjuk, melynek térfogata
(b1 — a1)(b2 — az) -+ (ba — aa),

ami éppen a két- és haromdimenzios eset altalanositasa. Legyen adott R%-ben egy korlatos konvex halmaz, K. Vegyiink
véges sok atfedés nélkiili, tengely-parhuzamos téglat K-ban, és szamoljuk ki az Gssztérfogatukat. Az igy megkaphato
ossztérfogatok szuprémuma K térfogata, amelyet vol (K )-val jeloliink.

Feladat: Az R%beli K konvex testet nagyitsuk, vagy kicsinyitsiik az origob6l A > 0 arannyal: \K := {\v: v € K}.
Igazoljuk, hogy térfogata igy valtozik:

(3) vol (AK) = X vol (K).

Ez éppen a sikban, illetve a térben ismert képlet altaldnositiasa. A térfogatnak még sok szép tulajdonsidga van, de
azokat nem hasznédlom, igy most nem sorolom fel.

Tandcs: Mindenhez, amir6l eddig sz6 volt, illetve ezutan sz6 esik, batran készitsiink sikbeli abrat, esetleg probaljuk
meg elképzelni harom dimenzidban, ez hasznos lesz, és az igy kapott kép alig csal.

3. Elekes tétele: gombot a legnehezebb kozeliteni

Tegyiik fel, hogy a K konvex test tartalmazza a P konvex politépot. Hogyan mérjiik, hogy P mennyire van
kozel K-hoz? Egy természetes valasz az, hogy nézziikk meg a kiilonbségiik térfogatat. Bizonyitas nélkiil kimondom
Macbeath 1951-ben belatott tételét: Legyen K egy Re-beli konvex test, amelynek a térfogata egyenld az 1 sugari



gomb, B térfogatdval. Ekkor tetszdleges n > d + 1 természetes szamra K tartalmaz olyan n-csicsi konvex politopot,
melynek a térfogata legaldbb akkora, mint a B-ben tartalmazott legnagyobdb térfogati n-csicsi konvex politop térfogata.
Gondoljuk meg, hogy ez éppen azt jelenti, hogy nincs a gdmbnél nehezebben kozelithets konvex K test.

Mennyire rosszul kozelithetd a gobmb? Elekes kovetkezs tétele szerint igen rosszul.

3.1. tétel (Elekes, 1986). Legyen P egy n csticst konvex politép a B gombben. Ekkor vol (P) < 2—Zvol (B).

A tétel d nagy értékére érdekes. Azt mondja, hogy, ha olyan politépot keresek a gébmbben, amelynek térfogata
a gomb térfogatanak mondjuk fele, akkor sok, legalabb 297! csticsra van sziikségem. Példaul egy hatdimenziés gomb
fél térfogatanak a ,korbekeritéséhez” legalabb 32 csucs kell. Azt nem allitja a tétel, hogy ennyi elég is.

Miel6tt d dimenzioban targyalnank Elekes csodalatosan egyszertd, elemi bizonyitasat, bizonyitsuk be a kovetkezs
sik-, illetve térbeli allitast, aminek d-dimenzi6s altalanositasa bizonyitdsanak lényege:

Feladat: Adott egy vi,...,v, konvex poligon a sikon, ahol jeldlje o az origot. Mutassuk meg, hogy az [0, v;]
szakaszok mint atmeérsk folé rajzolt korok teljesen lefedik a poligont.
Ugyanez térben: adott egy P konvex poliéder a hidromdimenziés térben, melynek csdcsai vy, ..., v,. Igazoljuk,

hogy az [0, v;] szakaszok mint atmérck folé rajzolt gdmbok teljesen lefedik a poliédert.

Ha ezt a két feladatot megoldottuk, akkor nyilvin meg tudjuk fogalmazni, és talan be is tudjuk bizonyitani a d
dimenziés megfelelGjét. Abbol pedig Elekes tétele méar kdnnyen kijon. Most ezt vessziik végig.

Elekes gyonyori igazolasa a kovetkezs. Jelolje P csucsait vy, . .., v,. Tekintsiik minden egyes v; cstcsra azt a B;
gbémbot, melynek az [0, v;| szakasz egy atmérdje, ahol o jeloli az origot. A kulcsallitas az, hogy ezen gombok fedik P-t,
azaz

(®) pc|Js.
i=1

Tegyiik fel, hogy egy w pont nincs benne a gdmbok unidéjaban. Ekkor, a Thalesz-tétel megforditasat hasznalva az <owv;
szogre kapjuk, hogy

(5) <owv; < /2

minden i-re. (Itt csondben felhasznaltuk, hogy két vektor sikjaban az altalunk skalaris szorzas segitségével definialt
sz0g megegyezik az iskolaban tanult szogfogalommal.) Tekintsiik azt a H hipersikot, mely illeszkedik w-re és merd&leges
aw vektorra, azaz H := {x € R?: (x,w) = |w|*} (érdemes meggondolni, hogy valoban ez H egyenlete). A H hipersik
két félteret hatarol, jelolje H™ azt a nyilt (tehat H-t nem tartalmazd) félteret, amely az origot tartalmazza, azaz
H™ :={x e R%: (x,w) < |w|*}. Nyilvanvaloan H~ egy konvex halmaz (ez is belatand6). Noha H ™~ tdmaszkodik a w
pontra, w ¢ H™.

Feladat: Mutassuk meg, hogy (5) kévetkezményeként megkapjuk, hogy v; € H™ minden i-re.

Igy viszont P benne van a H~ konvex halmazban, mert H~-beli pontok konvex burka. Ebbél kivetkezéen w ¢ P.
Ezzel a (4) képletet belattuk.

Azt, hogy v, € H™, szamolassal is igazolhatjuk, amit le is irok; ebbdl latszik majd, hogy a Thalesz-tétel meg-
forditasara sem kell hivatkozni a gondolatmenetben. Mivel w nincs benne a gémbok uniéjaban, azért minden i-re
|vi/2 — w| > |v;|/2, amibd] négyzetreemeléssel kapjuk, hogy

(Vi/2 = w,vi/2 = w) = [vi* /4 + [w]* = {vi,w) > |vil* /4.

Igy (vi,w) < |w|?, azaz v; € H™.
Végiil mivel B; sugara legfeljebb 1/2, igy (3) szerint vol (B;) < vol (B)/2¢. Ugyanakkor (4) szerint vol (P) <

Z vol (B;), amivel Elekes tételét belattuk.
i=1

Feladat: Bizonyitsuk be Thalész tételét d dimenzidban, a kiovetkezs formaban: adottak az u # v pontok R%-ben.
Ekkor pontosan azon w pontokra lesz az <uwv szog derékszog, amelyeknek az (u + v)/2 ponttol vett tavolsdga

|lu — v|/2. Amelyek tavolsaga kisebb, azokra az <uwv szdg nagyobb, mint derékszog, amelyek tévolsaga nagyobb,
azokra a szog kisebb, mint derékszog.

4. Gomb ko6zelitése maximalis pakolassal

Végiil térjlink vissza a sirk6faragok bevezetGben emlitett igazsagéhoz: belatjuk, hogy egy elegendGen sok csticesal
rendelkezs politop tudja a gobmbot jol kozeliteni. Ezattal gémb és politdop kozelségét nem a kiilonbség térfogataval
mérjlik, hanem egy masik, szintén természetes médon. Ha a P konvex politopra teljesiil, hogy

(6) B(p) € P C B,

ahol 0 < p < 1 egy 1-hez kozeli szam, akkor jogosan mondhatjuk, hogy P kozel van a gdmbhoz.



4.1. tétel. Tetszdleges d dimenziora és 0 < p < 1 szamra van olyan n csicsi P politdp, melyre (6) teljesiil, ahol
d
3 _
(7) n< (—”) .
I—p

Tétellink belatasahoz sziikségiink lesz egy alapvets allitasra a konvexitas teriiletérsl, amely szemléletesen egyaltalan
nem meglepd, de pontos bizonyitasa mégis meglep&en hosszadalmas, ezért mellgzziik.

Rogzitsiink egy 0 < p < 1 szamot. Tetsz6leges w pontra a B(p) gdmb hataran, azaz olyan pontra, melyre |w| = p,
jelolje Hy, azt a hipersikot, mely w-ben érinti B(p)-t, azaz amelynek pontosan egy kozos pontja van B(p)-val. Belathato,
hogy ennek egyenlete H = {u eR?: (w,u) = p2}. Jelolje tovabba Fy, azt a Hy, altal hatarolt félteret (H-t is beleértve),
amely nem tartalmazza az origot.

4.2. allitas. Legyen P a vy, ...,v, pontok konvex burka. Ekkor P akkor és csak akkor fedi az origo kdzépponti p
sugart gombat, ha a gomb hatdranaek barmely w pontjdiban hizott érintd hipersiknak az origoval dtellenes oldaldn is
van legalddbd egy v;. Formdlisan: B(p) C P akkor, és csak akkor, ha minden w pontra, amelyre |w| = p, van olyan
ie{l,...,n}, amelyre v; € Fy,.

Nlusztracioként érdemes belatni az allitast a sikon.

Ezutan bebizonyitjuk a 4.1. tételt. Egy olyan politopot akarunk talalni, amely n pont konvex burkaként &ll eld,
ahol ezek a pontok egymashoz nincsenek til kozel, igy ,egyenletesen oszlanak el” a géombben. Rogzitiink ezért egy
0 > 0 szamot, amelyet majd kés6bb valasztunk meg, és keresiink a B gémbben egy olyan ponthalmazt, amelyben
barmely két pont tavolsaga legalabb &, vagy masképpen, a pontok koriili §/2 sugart gombok atfedés nélkiiliek. Igy
persze a 0 /2 sugart gdbmbdok uni6ja benne van a B(144/2) gébmbben. Ezt ugy hivjak, hogy §/2 sugart gobmbok pakoldsa
B(1 + 6/2)-ben.

Akarhany gdmbdt nem vehetiink, mivel egy 6/2 sugard gdmb térfogata (6/2)% vol (B), mig az ket tartalmazo
B(1+6/2)-¢ (14 6/2)% vol (B), lasd (3). Ezért

(8) n < (1448/2)%/(5/2)".

Szeretnénk, ha ezek a kis gombok, amennyire lehet, ,kitoltenék” B-t, ezért egy maximdlis pakoldst vesziink, azaz
olyan vi,...,v, ponthalmazt B-ben, amelyhez mar nem vehet6 hozz4 Gjabb pont gy, hogy az mindegyik v;-t6l
legalabb 4 tavol legyen. Azaz a v;-k koriili § sugara gombdok fedik B-t.

Most belatjuk, hogy § = 1 — p valasztassal minden w pontra, amelyre |w| = p, van olyan ¢ € {1,...,n}, amelyre
v; € Fy. Ez, a 4.2. éllitas szerint elegendd ahhoz, hogy a v1, ..., v, pontok konvex burka tartalmazza B(p)-t.

Tekintsiink egy w vektort, melynek hossza p, és tegyiik fel, hogy az Fy, féltérben nincs v;. Ez esetben a J sugara
gébmbok mindegyikének a kozéppontja az Fy, féltér komplementer félterében van. Toljuk el az Fy, félteret ugy, hogy
a hatarolo hipersik § tavolsdggal ,beljebb” keriil a féltérbe, és jeldljiik az igy kapott félteret Fy,-vel (2. dbra). Ekkor
a 0 sugarti gdbmbok uni6ja az F), féltér komplementerében van, és igy nem tartalmazza a w/|w| € B pontot. Tehat
w/|w| minden v;-t6l legalabb ¢ tavol van, ami ellentmond annak, hogy a pakolasunk maximalis. Megkaptuk tehat,

hogy a vi,..., v, pontok konvex burka tartalmazza a B(p) gbmbot.
Fy, | Fy
o
o

w/|w]

2. dbra. B(p) kiils6 érintéféltere Fu

Veégiil (8) garantalja a (7) képlet helyességét, mert 6 = 1 — p, amivel a 4.1. tételt belattuk.

Zarésul egy kis szamolas, amely Gsszehasonlitja a két tételt. Tiz dimenziéban milyen nagy n-nel garantalja a 4.1. té-
tel olyan B-beli legfeljebb n-csucsa konvex politop, P létezését, amelynek térfogata legalabb vol (B)/2? Abbol, hogy
B(p) C P, csak annyi kévetkezik, hogy p?vol (B) < vol (P). Tehat a p = '9/1/2 ~ 0,933 sugart gémbét kell tartal-
maznia P-nek, amit kb. n = 7,810 csiicesal tud elérni a tétel. Mindekozben a 3.1. tétel szerint n legalabb 512. A két
korlat kozott van némi hézag. Szerencsére a bemutatottaknal erGsebb tételek is ismertek, de az iziiket ez a ketts is
remekiil visszaadja.

Az érdekl6ds Olvasonak a magasdimenzios geometriarol a [2] remek konyveket javaslom.



A cikk megirasdban, a gondolatmenetek tisztazasaban sokat segitett Surdnyi Ldszlo és Lakos Gyula. K6szonom
nekik!

A cikk az Emberi Eréforrasok Minisztériuma UNKP-17-4 kodszamu Uj Nemzeti Kivalosag Programjanak tamoga-
tasaval késziilt.
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