Masodik na

4. Helynek nevezzik a sik minden olyan (x,y) pontjdt, amelyre x és y olyan pozitiv egészek, melyek mindegyike
kisebb vagy egyenld, mint 20.

Kezdetben a 400 hely mindegyike szabad. Anna és Baldzs felvdltva zsetonokat raknak a helyekre, Anna kezd. Anna
minden lépésekor eqy ij piros zsetont helyez eqy még szabad helyre olymddon, hogy semelyik két piros zseton helyének
tdvolsdga se legyen /5-tel eqyenls. Baldzs minden lépésekor eqy uj kék zsetont helyez eqy még szabad helyre. (Egy kék
zseton dltal elfoglalt hely tdvolsdga barmely mdsik foglalt helytdl tetszdleges lehet.) A jaték akkor ér véget, ha valamelyik
jatékos nem tud lépni.

Hatdrozzuk meg a legnagyobb K értéket, amelyre igaz az, hogy Anna biztosan el tud helyezni K darab piros zsetont,
bdrhogyan is jatszik Baldzs.

Egri Maté megoldasa. Azt bizonyitjuk, hogy K = 100.

Két hely tavolsdga akkor V5 , ha ,l6lépésre” vannak egymastol, azaz kett6t az egyik irdnyba, egyet pedig arra
merGlegesen lépiink. Tehat ha a helyeket ,sakktéblaszerten” kiszinezziik, akkor barmely két hely, aminek tavolsaga
V/5, kiilénb6z6 szinid. Ekkor ha Anna azt a stratégiat koveti, hogy csak a fekete helyekre rak (amikbsl 200 van), akkor
legalabb azok felére tud rakni, azaz 100 helyre. Tehat K > 100.

A 20 x 20-as tablat feloszthatjuk 25 db 4 x 4-es tablara. Bebizonyitjuk, hogy egy 4 x 4-es tablan Balazs garantélni
tudja, hogy Anna csak 4 helyre tudjon tenni.

Ha igy betiizziik meg a 4 x 4-es tablat és Baldzs mindig Anna lépésével a tabla kdzéppontjara tiikros helyre
rak, akkor Anna mar nem rakhat tobbszor ugyanolyan bettire, igy valoban legfeljebb négyszer rakhat. 25 db 4 x 4-es
tabla van, tehat K < 100.

Mivel K > 100 és K < 100, ezért K = 100.
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5. Legyen a1, aq, ... pozitiv egészeknek egy végtelen sorozata. Tegyik fel, hogy van egy olyan N > 1 egész, hogy
minden n > N-re

as as Qn ai
egész szam. Bizonyitsuk be, hogy van egy olyan M pozitiv egész, hogy a., = am+1 minden m > M-re.

Matolcsi David megoldasa. S(n)-nek nevezem a feladatban definialt dsszeget. N < n-re S(n) és S(n + 1) is
egész, igy
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is mindig egész.
Legyen (a1,a,) =z és a1 = za}, illetve a,, = za,,. Ekkor
zahal  apt ,

ay(S(n+1) = S(n)) = ——+ —ay,
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egész szdm. Tehat
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An+41 X
is egész.
Legyen most (an41,%) =y €s any1 = ya, ., illetve x = ya'. Igy
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Ant1 x an i, x! r'ay,
egész. Tehdt 2’ | a/?,,. Masrészt tudjuk, hogy (al,.,2") = 1. Ez csak tigy lehetséges, ha 2/ = 1, tehat z = y, azaz
x| apy1.
Ezzel altalanosan belattuk, hogy (a1, a) | ag+1. Masrészt értelemszertden (ay,ax) | a1, igy (a1, ar) | (a1, ag+1).
Teljes indukcio szerint tehat ha k < ¢, akkor (a1,ax) | (a1, at).

Mivel a;-nek csak véges sok osztoja van, az (a1, a;) sorozat pedig végtelen és monoton névekvs, létezik egy r korlat,
amit6l kezdve minden (a;,a1) = z egyenls. Igy ettdl kezdve minden a; = xay, ahol (a},a}) = 1 (ahol a; = xa}). Ekkor
N e Sl aj " apy —ap ajal +af, —aial,
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LAz els6 nap feladatainak megoldasat az oktoberi szamban kdzoltiik.



egész.
Ez azt jelenti, hogy aj,, | ajay. Mivel (aj,,,a}) = 1, ezért ay; | a;. Ez az r korlattol kezdve folyamatosan igaz,

igy a} | al. és az a, sorozat monoton csdkkens. Mivel al-nek csak véges sok osztéja van, a végtelen a) sorozatnak egy
M korlat utdn minden eleme egyenls lesz.

Igy M < m-re minden a,, = wal, is egyenld lesz, ezzel az allitast belattuk.

6. Az ABCD konvex négyszigre teljesil AB-CD = BC - DA. Az X pont az ABCD négyszdg olyan belsd pontja,
amelyre teljesil

XAB<«=XCD« és XBC«=XDA«.
Bizonyitsuk be, hogy BX A<+ DXC< = 180°.

Gaspar Attila megoldasa.
Legyen XAB< = XCD< = a ¢s XBC< = XDA< = . Vegyiik fel a B’ pontot az dbra szerint gy, hogy

XA-XC
XB' =" """ ¢s AXB'« = BXC«. Ekkor
XB
AX AX-XB XB
BX XA-xC xc"
2 ! . ! 2 ! AX
ezért AXB' ~ BXC. Emiatt BAX<=CBX<=p,és AB :Bc-ﬁ.

B'XC«=AXB'«+B'XCa—-AXB'«a=
= AXB<+ BXC< - BXC< = AXB<«, és
B'X XA-XC XA
CX  XB-XC XB’

. XC
ezért B'XC ~ AXB. Igy XB'Cx=aés B'C = AB- <5 Lathato, hogy DCB'< = a+ XCB'<a = 180° — B'X(C«,

ezért sin DO B’< = sin BXC’'<. Ebbél kovetkezik, hogy

) Tgicp DC-CB' -sinDCB'«  DC-CB'
Txpc B'X-XC-sinB'XC« BX-XC
DC-AB-¥%  CD-AB

B'X-XC =~ XB-XB’

A teriileteket méasképp felirva

@) Twepa B'D-B'C-snCBDa  B'D sinCBD<
Txpcr  B'X-BC-sina  BX sinov

Az (1) és (2) egyenletet Osszevetve kapjuk, hogy

CD-AB  B'D sinCB'D<«
XB'-XB BX  sina
CD-AB _ sinCB'D<
B'D-XB sina




Hasonléan lathato, hogy

@) Tpaprn AD-AB'"  AD-BC
Txpar DX-XA DX -BX’
Toap A _ B'D sinADB'«

Txpar DX sin 3

(3)

A (4) és (5) egyenletbdl kapjuk, hogy

AD-BC _B'D sinADB'<
DX BX DX _ smp
AD - BC sin ADB’ <

(©6) BD-XB _ sinf

AB-CD = AD - BC, ezért a (3) és (6) egyenlet miatt

sinCB'D< sin ADB'«
sina  sing8

(7)

Tegyiik fel, hogy X ¢ B’'D. A szimmetria miatt feltételezhetjiik, hogy X a B'C'D haromszogben van. Ekkor C B’ D< >
«a, ezért sin CB'D< > sina, és ADB'< < 3, ezért sin ADB’'<t < sin 8. Ez ellentmond a (7) egyenletnek. Tehat X
a B’'D szakaszon van. Ebbdl a feladat &llitasa konnyen adodik, mert

BXA<+ DXC«=B'XC«x+ CXD<« = 180°.

Megjegyzés. Ha 0° < @1 < o < 180°, akkor csak abban az esetben lehetséges, hogy sin ¢ > sin s, ha o1 + @9 >
180°. Lathato, hogy CB'D<+a < CB'D<a+a+ XCB'< = 180° — B'DC< < 180°, és hasonléan ADB'<+ 3 < 180°.
Emiatt ez az eset nem fordulhat el6 a fenti bizonyitasban.



