Sikbeli elektromos vezetési problémak
IT. rész (fizikai alkalmazasok)

A cikk I. (a mult havi szamunkban megjelent) részében altalanossagban targyaltuk, hogy miként hasznalhatok fel
a sik ardny- és szogtarto transzformacioi killonbo6z6 sikbeli dramlasi (elektromos vezetési, hgvezetési és folyadékaram-
lasi) probléméak Gsszekapcsolaséra, és konkrétan megadtunk néhany ilyen transzformaciot (an. konform leképezést).
Most alkalmazzuk ezeket fizikai problémak megoldasara. A targyalast kiegészitjiik még két — bizonyos esetekben na-
gyon hasznos — eljaras ismertetésével: a szimmetridk figyelembe vételének lehetGségével, illetve a tiikrézési modszer

alkalmazasaval.

Végtelen siklap

Vezessiink be egy nagy kiterjedésti, vékony (§ vastagsagu és g fajlagos ellenallast), homogén és izotrop siklapba
egy O pontban I er6sségi aramot. Hatdrozzuk meg két, a siklap feliiletén 1évé pont kozotti fesziiltséget! A forgdsi
szimmetria miatt az O pont koriil sugaras aramlasi tér alakul ki (5. dbra), azaz ettdl a ponttol r tavolsagra a feliileti
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hiszen a bevezetett I erdsségl aram a 2rmd feliileten keresztiil, szimmetrikusan aramlik szét a lapban.

Ahhoz, hogy két tetsz6leges pont kozott meghatarozzuk a fesziiltséget, szitkségiink van az (ugyancsak forgasszim-
metrikus, emiatt sugaras iranyitottsagu) elektromos térerésség E(r) nagysagara. A differencialis Ohm-torvény szerint
j(r) = E(r)/o, igy tehat
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A lemez tetszéleges P pontjanak potencidljat a térerGsség segitségével adhatjuk meg:
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ahol ry egy 6nkényesen valasztott (Q pont O-t6l mért tavolsidga, r pedig a P pont tavolsaga az dram bevezetési pontjatol.
A potencialt a @ pontban nullanak valasztjuk. Ezzel, ha a két pont 71, illetve o tavolsagra van O-t6l, a kozottik 1éve
fesziiltség:
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Ugyanezt az eredményt a cikk I. részében leirt ,szalag-leképezés” segitségével is megkaphatjuk. Ha egy 27 széles, §
vastagsagu, vezets szalagban 0sszesen I &ram folyi, akkor a szalag széleivel pArhuzamos irdnyt dramstriiség nagysaga
mindenhol jo = I/(27§), az elektromos térerGsség tehat
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Ennek megfelelSen az elektromos potencial a szalag = koordinataval rendelkezd P pontjaban (ha az ¢ helyen a po-

tencialt nullanak vessziik):
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Mlyen arameloszlas gy hozhato létre, hogy a nagyon (,wégteleniil”) hosszu szalag elegendGen tavoli végeinél sok, kicsi, jol vezets,
a szalag hosszanti oldaléleire meréleges egyenes mentén elhelyezkedd elektrodakra akkora fesziiltséget kapcsolunk, ami éppen I erdsségi
aramot eredmeényez.
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Alkalmazzunk most egy olyan leképezést, ami a szalagot a végtelen siklapba viszi at (6. dbra). Az r = e Ossze-
fiiggésnek megfelelSen (az ,,uj koordinatak” jelolésénél az egyszeriiség kedvéért a vesszSket nem irjuk ki) az dram O
bevezetési pontjai (z = —o0) a siklap origéjaba (r = 0), az S kivezetési pontok (x = +00) pedig egy ,végtelen tavoli”
koérbe mennek at. A potencial az origotol r = e” tavol 1évé P pontjaban
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(ahol rg = €*°), két tetszbleges pont kozotti fesziiltség pedig
ULQ = (I)(TQ) — ‘I)(’I”l) = — 111 —,

ahogy ezt mar — mas moédszerrel — kordbban megkaptuk.

Tekintsiik a 7. dbrdn lathato, félvegtelen siklapot (végtelen félsikot), amelybe a szélétsl d tavol 1évs pontnal T
er0sségi aramot vezetiink, és szamitsuk ki az A és B pontok kozotti fesziiltséget. Ebben az esetben az dramstirtség
meghatarozasanal figyelembe kell venniink, hogy a lemez szélén az aramstirtség-vektornak nem lehet hatarfeliiletre
merdleges komponense. Ha viszont a félvégtelen siklapot az dramot bevezets elektrodéaval egyiitt tikrdzzik a lap szélére
(hatarvonalara) a 8. d@brdn lathaté modon, a félvégtelen siklap végtelen siklapba vihet6 at ugy, hogy az dramstirtség-
eloszlas az eredeti lemezben valtozatlan marad, mikozben a hatarfeltétel is teljesiil.
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A tiikrozés utdn kapott ,teljes sik” elrendezésben mindkét elektroda hatasat figyelembe kell venniink. Ezt agy
tehetjiik meg, hogy elGszor csak az egyik, majd csak a masik elektroda jelenlétét tekintjiik, és minden pontban a két
befelé folyik, ezért a potencidlok elGjelei azonosak. Tehat a végtelen siklapnal levezetett képlet alapjan a fesziiltség
nagysaga (abszolut értéke)
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2A szuperpondalhatosag azért ,mikodik”, mert az elektromos vezetést leir6 Ohm-torvény lineéris.



Erdemes megemliteni hogy abban az esetben, ha az dramot a lemez szélén 1évé A pontban vezetjiik be, akkor nem-

csak fesziiltséget, . hanem az aramsuruse%;(
kénnyen megadhatjuk Ilyenkor ugyanis a hatarvonalra torténd tiikrozés utan egy végtelen siklemezt kapunk

amelybe most 21 dramot vezetiink be az A pontban. Ennél ismerjiik, hogy az dramstirtiség sugaras szerkezet, és mivel
a tlikrozés soran a félvégtelen lemezben az aramstriség eloszladsa nem valtozik, ott a 9. dbrdn lathatd arameloszlas
alakul ki:
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A végtelen siklemez esetéhez hasonldan a félvégtelen lemez egy tetszéleges pontjanak potencialja
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és ennek megfelelGen két pont kozotti potencialkiilonbség
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Derékszo6gi sarok

Hatarozzuk meg 10. dbrdn lathato, nagy kiterjedésd fémlemez derékszogi sarkanél 1évé C' és D pontok kozotti
fesziiltséget, ha az A pontba bevezett dramot a B pontban vezetjiik el. A feladat tiikorelektrodékkal torténs megoldasa
megtalalhato [1]-ben. Most azonban a transzformacios modszert fogjuk alkalmazni.

A vizsgalando elrendezés egy legyezd-leképezéssel (n = 2-szeresére kinyitott legyezével) atvihets egy végtelen félsik-
ba (11. dbra), ami tiikrozéssel végtelen siklappa transzformalhatdé. A derékszogd hajlat egyik széle,
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ami az x tengely mentén fekszik, a vele parhuzamos z’ tengelybe transzformalodik, de a rajta fekvé C és A pontok
az origotol nem d és 2d tavolsagra, hanem rendre d? és 4d? tavolsagra keriilnek. A masik, y tengely mentén 1évé
oldal a leképezés utan a —z’ tengelyre keriil, és a rajta elhelyezkeds D és B pontok az origotol rendre d? és 4d>
tavolsagra lesznek. Mivel eredetileg az aram be- és kimeneti pontjai a lemez szélein vannak, ezért a (6) egyenletet kell
hasznalnunk. El§szor csak a bemené dram hatasat vizsgaljuk, majd a kimend dramét ellentétes elGjellel, és a két eset
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Az eredmény megegyezik az [1]-ben meghatarozottal.

Ap—onpésr — 1" (n+#0) altalanositott legyezd-leképezést felhasznalhatjuk 7 /n szogi sarokkal rendelkezd, nagy
méretd lemezbe vezetett aramok esetén. Ilyenkor a csucsos szoglet félvégtelen sikba megy at. Akkor is jol hasznéalhato
a legyezd-leképezés, ha egy nagy meéretl, de vékony lemezbdl kialakitott kup palastjaba vezetiink aramot, hiszen
az dram bevezetési pontjaval szemkozti alkoté mentén felvigva a kap palastjat és kiteritve azt, egy sik lemezsarkot
kapunk. A felvagott palast tjonnan keletkezett két hatarvonalan nem folyhat 4t dram, éppen ugy, mint — a szimmetria
miatt — a felvagatlan kippalast megfelels alkotojan sem folyt 4t dram eredetileg.

Félvégtelen szalag

A 12. dbrdn lathatod, z — y sikban elhelyezkedd, d szélességt, félvégtelen szalag A cstcsaba I erGsségd aramot
vezetiink be, a B cstcsabol pedig elvezetjiik azt. Hatarozzuk meg, mekkora lesz a fesziiltség a cstucsoktol d tavolsagban
1évé C és D pontok kozott!

Tiikrozziik el6szor a szalagot az y-tengelyre, hogy félvégtelen helyett a —oco < = < 400 abszcisszékkal jellemzett,
mindkét irdnyban végtelen szalagot kapjunk. Ez egyiitt jar azzal, hogy az A pontban 21 erGsségi aramot vezetiink
be, és a B pontbdl pedig 21-t vezetiink ki. Ezzel az dramvonal-eloszlas az eredeti szalagban nem valtozik meg. Célunk
az, hogy a szalag pontjai a leképezés utdn az a2’ — 3y’ koordinatarendszer y' > 0 félsikjaban helyezkedjenek el, azaz
az egyes pontok koordindtai @’ = r’ cos¢’, y' = 1’ sin ¢’ legyenek, ahol v’ € [0; 00| az origotol mért tavolsag, ¢’ € [0; 7]
a helyvektor és a pozitiv 2’ tengely altal bezart szog. A tiikrozott szalag egyes pontjainak koordinatéi a leképezés
el6tt: x € |—oo;00[ és y € [0;d].
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A megfeleld leképezés két lépésben valosithatéo meg. Alkalmazzunk el6szor egy A = 7/d léptéki nyujtast, ekkor
a szalag szélessége m-re viltozik, majd alkalmazzuk a szalag-leképezést!
Az aram be- és kivezetési, illetve a fesziiltségmérés pontjainak transzformaécidja:

A: (x=0,y=d) = (x=0,y=m) = (r=1, p=m),
B: (=0,y=0) = (z=0,y=0 = (r=1, ¢=0),
C: (x=d, y=4d) = (x=m y=m) = (r=e€", p=m),
D: (x=d, y=0) = (x=d, y=0) = (r=¢€", ¢=0).

A leképezés utani helyzetet a 18. dbra mutatja.
A C és D pontok kozotti fesziiltséget a derékszogi hajlatnal latottak szerint szamithatjuk ki:
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A feladat megoldhato tiikrozéssel is. Ha a szalagot az x tengellyel parhuzamos oldalaira tiikrozziik addig, ameddig
az els§ és a negyedik siknegyedet teljesen le nem fedjiik, akkor eljutunk a félvégtelen lemez probléméjahoz (lasd



a 14. abrdt). Mivel az elektrodakat is tiikrozziik, ezért a megfelels helyeken (végtelen sok kiilonb6z6 pontban) 21 aram
folyik be és 27 folyik ki. Ezek alapjan (6) felhasznéalaséaval megkaphatjuk, hogy a C és D pontok kozotti fesziiltség

nagysaga
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A fenti 6sszeg kiszdmitasa meglehetGsen nehéz feladat. A WolframAlpha segitségével kozelit6leg 0,173 adodik, amivel
a fesziiltségre az el6z6 (leképezéses) modszerrel kapott eredménnyel egyez6 kifejezést kapjuk.

Egy Eo6tvos-verseny feladat

A 2016-0s E6tvos-verseny 3. feladata egy sikbeli vezetési jelenséggel foglalkozik:

Egy R sugari, d vastagsdgi (0 < R), fajlagos ellendlldsi fémkorong A pontjiba I erdsségii dramot vezetink, B
pontjabol pedig elvezetjik azt. Mekkora fesziltség mérhetd a 15. dbran lathato C és D pontok kozott A

A fémkorong hataranak egyenlete sikbeli polarkoordinatékkal kifejezve: r(¢) = 2R cos . Alkalmazzunk a korongra

egy altalanositott legyez6-transzformaciot n = —1 szognyujtasi faktorral, vagyis legyen
1
¢ =—p, r=-
r
A derékszogi koordinatak kozotti kapcsolat:
R y =——2
2 + y2 ’ 2 + y2 '

Ennek megfelelGen a lemezt hatarolé kérvonal képe a leképezés utan:

/ / / 1 / ! . / 1 . 1
T =7 Co8p = —=COSY = — Y =1 sing =———slnp = ———tgoe.
(¢ r(e) 2R

1
Lathato, hogy a megadott leképezés a fémkorongot az ' > — félvégtelen siklapba transzformalja (16. dbra), és
a transzformacios Gsszefiiggésekbdl a kérdéses pontok koordinatait is kdnnyen leolvashatjuk. A versenyfeladat megol-
déasa tehat
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egyezésben a [2]-ben meghatéarozott eredménnyel.

Egy gyakorléfeladat

3 A feladat eredeti szovegét, jeloléseit kicsit megvaltoztattuk, hogy a probléma a cikkben leirtakkal kénnyebben Gsszehasonlithato legyen.
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Befejezésiil egy olyan feladatot ismertetiink (megoldas nélkiil), amelyen ellendrizhetik az Olvasok, hogy mennyire
értették meg a leirtakat, és 6nalléan tudjék-e alkalmazni a bemutatott leképezési modszereket.

Egy végtelen félsik a hatdrvonaldra merdlegesen H magassdgi ,bemetszést” tartalmaz. (A bemetszés szélessége és
a lemez § vastagsdga sokkal kisebb H-ndl.) A bemetszéstdl nagyon tdvol a vezetd lemezben az egyenes hatdrvonallal
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Utmutatds: Probaljuk az elektromos aramlasi képet legyezd-leképezés(ek) és eltolas egymas utani alkalmazasaval
olyan arameloszlasba transzformalni, amelynek ®(r) potencialjat jol ismerjiik!

Ko6szonetnyilvanitas és hivatkozasok
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