Gyakran el6fordul, hogy tobb egyenlet tobb ismeretlennel 1évén adva, ezek koziil az egyik vagy masik az elsénél
magasabb foku. Ilyenkor az ismeretleneknek egy hian valé kikiiszobolése utan fennmaradd egyenlet képezése még a
legegyszertibb esetekben is tobb vagy kevesebb nehézséggel jar, vagy ha az at, melyen haladnunk kell, vilagosan ki
is van tiizve elénk, az eljaras nehézkes és nem attekinthets. A kovetkezSkben néhany példan kivanom bemutatni a
kikiiszobolési eljarast és a végegyenlet képezését.

Elsd eset.

Legyen adva a kovetkezd két legaltalanosabb alakt mésodfoki egyenlet két ismeretlennel:
az? 4+ 2bzy + ¢y’ + 2dz +2cy+ f =0 1)

az? + 2Bzy + yy? + 20z + 2ey + p = 0, 2)

kerestetik az y kikiiszobolése utan fennmaradé egyenlet.
Irjuk az 1) és 2) alatti egyenleteket a kovetkezd alakban:

Py’ +Qy+R=0 3)
Py +Qy+R =0 4)
hol
P=c¢, Q=20bx+c), R=azx*+2dz+f 5)
P =v, Q =2Bzr+¢), R =azr’+2z+¢ 6)

Szorozzuk a 3) alatti egyenletet
M, = Py + A'-tel

és a 4) alattit

My = Py + A-val.
Lesz a 3)-bol
PP'y* + (P'Q+ AP)y’+ (PR+AQy+AR=0 7)
és a 4)-bol
PP'y? + (PQ' + AP)y* + (PR + AQ )y + AR =0 8)
Vonjuk le a 8)-at a 7)-b6l és tulajdonitsunk az A és A" hatarozatlan mennyiségeknek oly értékeket, hogy az igy

nyert egyenlet az y barmely értékénél identikusan fennélljon, azaz az y-t ne is tartalmazza.
Ez akkor kovetkezik be, ha

PA'— P'A=PQ - QP 9)
QA —Q'A=—(RP' - PR) 10)

s ekkor a megmarad6
RA'—R'A=0 11)

a végegyenlet.

A helyett, hogy a 9)-b&l és 10)-bsl az A és A’ értékeit kiszamitanam és ezeket a 11)-be belehelyettesiteném, e
harom utobbi egyenletet alkalmas szorzokkal megszorzom és azutan dsszeadom, mialtal az A és A beldliik elttnik. Ily
szorzok

QR - RQ'
RP' — PR/
PQ —QP'

A szorzas és a rakovetkezs Osszeadas a végegyenletet a kovetkezs alakban szolgaltatja:
(PQ' ~ QP')(QR — RQ') — (RP' — PR')* =0 12)

Madsodik eset.
Legyen adva harom legaltalanosabb alakd masodfokt egyenlet harom ismeretlennel;

Wi =a1y® + 2biyz + 2% + 2diy + 2c12+ f1 =0

Wa = agy? + 2bayz + c22% 4+ 2day + 2c02 + fo =0 1)
W5 = asy® + 2bsyz + c32% + 2dsy + 2c32 + f3 =0



melyekben a harom elsg egyiitthatoé alland6 mennyiség, a két rakdvetkezs x-nek elséfoku, az utolsé pedig z-nek méa-
sodfoku egész fliggvénye.

Hogy ezen egyenletekbdl y-t és z-t kikiiszobolhessiik, megszorozzuk az egyenletek balodlalati az x, y és z hérom
6-odfoku fiiggvényével 11—, To— és Ts-mal és ezek egyiitthatoival azutan ugy rendelkeziink, hogy a

Wiy + Wols + W33

Osszeg azon tagjainak egyiitthatoi, melyek y-t és z-t tartalmazzak zérussal legyenek egyenldk.
Hogy az eredményt lehet6leg attekinthetd alakban nyerjiik, az 1) alatti egyenletek helyébe harom, veliik egyenértéki
egyenletet vezetiink be, melyeknek alakja azonban kevésbé altalanos.
Tegyiik fel, hogy
H=a1A1 + axAs + a3zAs 2)



D1 =di Ay + daAs + d3As
Ey =e1A; +exAs +e34;
Fy = f1A1 + faAs + f343
Dy = d1By + doBs + d3Bs 3)
Ey =e1B1 +e3Bs + e3B3
Fy = f1iB1 + f2B2 + f3B3
D3 =d1Cy + doCs + d3Cs
FE3 =101 + e3Cs + e3Cs
F3 = [1C1 + f2C2 + f3C3
hol az A, B és C mennyiségek a

ay by ¢
H= as bQ C2
a3 bz c3

determinéns aldeterminansai.
Ha az 1) alatti egyenletekbél fokozatosan kikiiszoboljiik az y?, yz és z° mennyiségeket, a kovetkezdket nyerjiik:
Hy? 42Dy +2E12+F, =0

2Hyz + 2Dy + 2Fsz + F, =0 4)
Hz* 4+ 2D3y +2E32+ F5 =0

melyek az 1) alattiakat helyettesithetik; mindamellett a kovetkezs szamitasok megkonnyitése czéljabol még masik
alakban fogjuk azokat felirni. Legyen ugyanis
Ry = HF, +2(DyEy — D1Ey) + (E3 — 4F, E3)
5){ Ry = HFs +4(D3Ey — D1F3) — 2(D2Ey — 2D3Ey — 2D, E3)
Rs = HF3 + 2(D3Ey — DyE3) + (D2 — 4D Ds)

s ha most a 4) alatti egyenleteket H-val szorozzuk, azok a kovetkez6 alakra hozhatok:

6)¢ Vo = 2(Hy + E2)(Hz + D2) —8D3FE1 + Re =0
Va=(Hz+ Dy)(Hz+ 2E5 —D2)+2D3(Hy+2D1 —E3))+R3=0

ATy, Ty, és T3 fiiggvények, melyek ama tulajdonsidggal birnak, hogy a
WiTy + Vo'ly + V313
szorzatot pusztan az z fiiggvényévé teszik, a kovetkezsk
Ty =—4X(Hz+ D2)(Hz + 2E3 — Do)+
+8D3(Y 4+ EoX) —4(Z + D2 X)(Hz + Do),
+2(Y + ExX)(Hz+2E3 — Do)+
+2(Z+D2X)(Hy+2D1—E2)+U. 8)
T3 = 4X(HZ =+ DQ)(HZ =+ 2E3 — DQ)—
—4(Y + ExX)(Hy + E») + 8E1(Z + D2 X). 9)



Ezekben X, Y, Z és U az xz-nek hatarozatlan egész fliggvényei; még pedig az elsé, X, negyedfoki, a masik kettd,
Y és Z, o6todfoku és az utolsd, U, hatodfoka.
Ha rovidség kedvéért

HP =4D3Ry + (2E3 — D2)Ry — 2E» R

HQ = 4E1R3 + (2D1 — E2Ry — 2D2Ry)

H?N = 4(D3 —4D1D3)Ry + 4(D2Ey — 2D1E3 — 2D3E;)Ro+
+4(FE3 —4F E3)Rs + (R3 — 4Ry R3)

10)

a ViT1 + VoTs + V313 = © a kivetkez6 alakot nyeri

O = (U + Ry XVa+
Y2H(HPX + RoZ — 2R3Y )y+
Y2H(HQX + RoY — 2R, Z) 2+
VH(2PY +2QZ — HNX).

11)

Hogy ezen kifejezés y-t és z-t ne tartalmazza, kell hogy X, Y, Z és U a kovetkezs egyenleteket elégitsék ki.

U+ ReX =0
12){ HPX + RyZ — 2R3Y =0
HQX + RyY — 2R, Z =0

A © ekkor a kovetkezs alakot nyeri

© =2HPY +2HQZ — H*NX. 13)

A 12) alatti egyenletekbdl kovetkezik, hogy:
(2PR; + QRy)HX = —(R3 — 4R R3)Y

(2QR3 + PRy)HX = —(R3 — 4R R3)Z;

vagyis, hogy az X oszthaté R> — 4R;Rs-mal. De minthogy mindkettd, mint az 5) alatti egyenletekbdl kitiinik,
negyedfoki egész fliggvény, a hanyados csak allando6 szam lehet, melyet tetszés szerint valaszthatunk. Valasszuk ezt a
negativ elGjellel vett H 4 recziprok értékének, akkor

H'X = —(R2 - 4F\R3),

H3Y =2PR; + QR,, 14)
H3Z = 2QR + PRy);

ismeretesek léevén X, Y és Z, a 12) alatti egyenletek elseje szolgaltatja U-t is.
Végre a 14) alatti egyenletek segélyével a © a kiovetkezs végleges alakot nyeri:

1

o=

[N(R? — 4Ry R3) + 4(P>Ry + PQR; + Q*R3)) 15)

mely zérussal egyenlitve, a végegyenletet szolgéltatja.



