»Kinai étterem”
— a véletlen permutaciokrol 1.

»Ezt a konyvet a tanitvanyaimtdl tanultam”, kezdi Schonberg a Harmdniatandt. Nos, én is elmondhatom, hogy az itt ko-
vetkezbket a tanitvanyaimtol tanultam. A valoszintiségszamitast a kozépiskolaban erésen kombinatorikus alapon tanitjuk — méar
amennyire tanitjuk. Viszont egykori tanitvanyommal, Virdg Bdlinttal, a University of Toronto professzoraval a valoszintségsza-
mitasrol beszélgetve észre kellett vennem, mennyire masképp néz egy vérbeli valszamos a valészintiségszamitasra. Ezért felkértiik
6t, hogy a matematika tagozatos tanarok 2015-6s tovabbképzésén mondja el, § hogyan latja azokat a fogalmakat, amelyeket mi
tanitunk. Erre egy — Gyenes Zoltinnal folytatott — beszélgetés keretében vallalkozott. Az egyik kérdés arra vonatkozott, hogy
hogyan néz & ra a véletlen permutaciokra. Valaszul elmondta a ,kinai étterem folyamatot” (Chinese restaurant process), ami sok
mindent nagyon szemléletessé tesz. Azota alaposan atgondoltuk Gyenes Zolival, hogy mit lehet ebbdl a tanitasban hasznositani
és — egyeldre csak szakkoron — ki is probaltuk. Az ottani tapasztalatokat is felhasznélom.

1. A permutéaciok ciklus-szerkezete

Mindenekel6tt sziikségiink van a permutaciok un. ciklus-szerkezetére. Ez kis csoportelméleti szemlélettel is be-
olthatja a kombinatorikai megkozelitésiinket. Szeretem az alabbi feladattal kezdeni. A feladatot egy kb. 6tven évvel
ezel6tti olimpiai felkészits feladatsorban talaltam még évtizedekkel ezelStt. (A feladatsort emlékezetem szerint Hodi
Endre jegyezte, és Reiman tanar urnal beszéltiik meg.)

1. feladat. Egy osztdly tanuldi névsor szerint dllnak egyenes sorban. A testnevelés tandr szeretné mihamarabb
nagysdg szerinti sorba dllitani 6ket. Ehhez a kévetkezdt eszeli ki: kijeldl pdrokat gy, hogy minden tanulo legfeljebb egy
pdrban szerepel. Sipszora ezek a pdrok helyet cserélnek. Ezutdn ismét kijelol parokat (megint mindenki legfeljebb egy
parban szerepel), akik ijabb sipszdra helyet cserélnek. Ezt addig folytatja, amig nagysdg szerinti sorba nem rendezte
Oket. Szeretné a legkevesebb sipszdval elérni ezt. Segitsiink neki. Feltessziik, hogy ldtja a nagysdg szerinti sorrendet.

Megoldas. Elgszor probaljuk kitalalni, merre érdemes keresgélni. Ha minden 1épésben csak egy cserét engednénk,
akkor, mint ismeretes, n — 1 csere elég volna (és kevesebb nem mindig). A mi feladatunk megengedi, hogy egy lépésben
n cserét is végrehajtsunk. A kérdés az, hogy reménykedhetiink-e, hogy két ilyen lépés is elég.

A valaszhoz gondolatban készitsiink el egy iranyitott grafot, amelyben minden tanul6tél ahhoz a tanuléhoz indul
él, akinek a mostani helyére kell allnia. Ha egy tanul6é jo helyen Aall, akkor egy irdnyitott hurokél tartozik hozza.
Formalisabban: a cstcsok az 1,2,...,n szamok, ahol n az osztaly létszdma. Ha a névsorban k. helyen levs tanuld
a nagysag szerinti sorban az l-edik, akkor a ,k” csticsbol az ,,I” csticsba mutat él. Igy egy olyan iranyitott grafot
kapunk, amely iranyitott korokbol all (kérnek tekintjiik a hurokélt és azt is, ha két pont koézott mindkét iranyban
fut él). A korok pont- (és él-)diszjunktak. A feladat az, hogy minden ilyen kor mentén az iranyitas mentén eggyel
arrébb keriiljon minden tanulo.

Nézziik tehat elGszor azt az esetet, ha a graf egyetlen korbdél all. Gondolatban iltessiik a nyilak szerint egy kor
alaku asztalhoz a tanulokat. (Ez persze nagyon megkavarja a tényleges sorrendjiiket — erre még visszatériink —, de ezzel
egyeldre ne torédjiink.) A kovetkezs feladathoz jutunk:

2. feladat. Egy osztdly tanuléi kérben dllnak. Az a feladat, hogy mindenki a téle eggyel jobbra dllo helyére keriljon.

Eqgy lépés most is ugyanaz, mint az elézé feladatban, a tanuldk szdma n. Hdny lépésben (= hdny sipszoval) érhetd el,
ha egy lépés most is az, ami az el6zd feladatban.

Ha ezt a feladatot megoldottuk (a megoldast lasd alabb), utdna mar hamar befejezhetjiik a megoldast abban az eset-
ben is, amikor az eredeti feladatban az irdnyitott graf tobb korbél all. Gondolatban minden koérnek megfeleltetiink
egy-egy ilyen szabalyos sokszoget. Mindegyikben egyszerre végre tudjuk hajtani a két 1épést, hiszen a korok pontdisz-
junktak, tehat a benne szerepld tanulok egymastol fliggetleniil parosithatok és mozgathatok. Tehat Gsszességében is
két lépésben célhoz juthatunk. Egy lépés nem mindig elég.

Adodsak vagyunk még a 2. feladat megoldaséval:

Feltehetjiik, hogy egy szabélyos n szog cstucsaiban allnak a tanulok. A feladat: el kell forgatni a szabalyos sokszoget
360/n fokkal. Ismeretes, hogy ez a sokszog két ,szomszédos” tiikortengelyére valo tiikrozéssel megvalosithato, amelyek
tengelye 180/n fokos szoget zarnak be egymassal. Egy tiikrozésnél diszjunkt parok cserélnek helyet. (Ha n paros, akkor
az egyik tlikrozésnél mindenkinek van parja, a masikban két szemkozti csucsban allénak nincs. Ha n paratlan, akkor
mindkét alkalommal egy-egy tanulénak nincs parja.)

Tehat két 1épésben célhoz érhetiink. Egy 1épés nyilvan nem elég.

1.1. Az 1. feladat megoldasanak elemzése

Meg akarjuk vizsgalni részletesen, hogy mit is csindltunk az 1. feladat megoldasdban. Ehhez el6re bocsatunk egy
didaktikai megjegyzést.



Barmennyire kézenfekvs az a gondolat, hogy a permutéciot ciklusokra bontva szemléljiik, mégsem koénnyen érthets
egy, a permutaciok szerkezetével most ismerkedé tanulénak. Van benne egy absztrakciés lépés. Kozelebbrol: egy szam-
sorozatot, az 1,2, ...,n szamok egy adott sorrendbeli leirdsat nem ,készen adottnak” tekintjiik, hanem egy mozgdsnak,
fiiggvénynek. A csoportelméletben ez nagyon hasznos szemlélet. Itt a feladat szovege is sugallja ezt az absztraktabb
szemléletet. De ett6l még igaz marad, ami minden absztrakcids 1épéssel kapcsolatban igaz: aki még nem jutott el hozz4,
annak van benne valami megfoghatatlan, mig aki mar elsajatitotta, az nehezen tud emlékezni arra a szituciéra, ami-
kor még nem értette. Ez egy olyan nehézség a matematika tanitdsanal, amit ha nem vesziink nagyon komolyan, akkor
nem szabad csodéalkoznunk, ha a matematikat valami akéar elutasito (ez a gyakoribb), akar kodosen ahitatos borzongas
veszi koriil. Erre mindig djra figyelmeztetniink kell magunkat, ha nem akarunk annak a kollégadmnak a sorsara jutni,
aki a tobbi tanarral gy utaltatta meg magat és a matematikit, hogy egy irodalombol, térténelembdl igen jo didkot
butanak titulalt, ,még egy elssfoku egyenletet sem tud rendezni” felkidltassal. Hogy a mi esetiinkben mi a nehézség, azt
a legegyszertibb eset részletes elemzésével is szemléltetjiik. Az alabbiakban ehhez végigkovetjiik a 2. feladat megoldasat
egy konkrét példéan.

Legyen az egyszertiség kedvéért 8 tanuld az osztalyban, és a névsor szerinti sorban alljanak a kovetkezs nagysag
szerinti sorrendben:

4 3 8 5 2 7 1 6.

Tehat az els6 helyen a negyedik legmagasabb all, a masodik helyen a harmadik legmagasabb stb. Amikor gondo-
latban atrendeztiik Sket, akkor az dbrdn lathato els sorrendet kapjuk.

1 4 4 1 7 1

) 3 3 8 3 2

Az els6 lépésben az elsé abran lathaté parok cserélnek helyet: (1 4), (5 7), (2 6), (3 8). Igy az abran lathato
masodik sorrendet kapjuk. A masodik lépésben az 1 és a 3 helyben marad (erre a tengelyre tiikroziink), helyet
cserélnek a kovetkezs parok: (4 7), (6 5), (8 2). Most az abran lathatd utolsé sorrendet kapjuk. Mint latjuk, valoban
eggyel elforgattuk a kort.

De mit jelent ez a feladatunk szempontjabol? Tényleg azt kaptuk, amit akartunk? Es ha igen, hogyan kell a tanarnak
a parokat kijelolnie?

Arrol konnyen meggy6zédhetiink, hogy az elsé 1épésben nem a legmagasabbat és a negyedik legmagasabbat kell
felcserélniink. Jobban meg kell érteniink, mi is tortént.

Nézziik, mi tortént valojaban az elsé lépésben. Az eredeti sor igy nézett ki: 4 3 8 5 2 7 1 6. Itt helyet cserélt az els6
és a negyedik helyen 4ll6, az 6todik és hetedik helyen allo, a masodik és hatodik helyen all6, valamint a harmadik és
nyolcadik helyen &ll6. A tényleges sor most tehat igy alakult: 5764 1 3 2 8.

Az els6 abran lathato 4 17 6 8 32 5 (4) kor az eredetileg rendre a 4., 1., 7. stb. helyen dllokat jelenti, tehat a nagysag
szerinti sorrend szerint irva az 54 1 7 6 8 3 2 (5) korr6l van sz6. Amikor azt mondtuk, hogy a masodik lépésben az 1
és a 3 helyben marad, akkor azt mondtuk, hogy az eredetileg ezeken a helyeken dllok maradnak a helyiikén, vagyis
a 4. és 8. legmagasabb. Es ez rendben is van: 6k valoéban a 4., illetve a 8. helyen allnak. A masodik lépésben lezajlo
(4 7) csere azt jelenti, hogy az eredetileg a 4. és 7. helyen all6 helyet cserél, ami az 5. legmagasabb és a legmagasabb
helycseréjét jelenti, ez megint csak j6, hiszen most az 6tddik legmagasabb all az els6 helyen és a legmagasabb az 6t6dik
helyen. Ugyanigy ellenérizhets, hogy a tovabbi két csere utan valéban a nagysag szerinti sorrendet kapjuk.

Ez a példa elég vilagosan mutatja, hogy csak ldtszdlag egyszerd elvonatkoztatni a konkrét sorrendtsl és attérni
egy gondolatbeli sorrendre. Valojaban egy dinamikusabb nyelvre forditottunk és ezzel tettink egy absztrakcids lépést.
Nem konnyd az eredeti nyelven kovetni, hogy vald¢jaban mi is torténik. De vigydzzunk: nem akkor sajatitottunk el egy
absztrakcios lépést, ha problématlanul vissza tudjuk kovetni a konkrét esetben — ez korantsem egyszerd altalaban —,
hanem ha biztosnak érezziik magunkat, hogy a kovetés nehézségei ellenére is végig tudjuk kovetni a konkrét torténést,
»at tudjuk dolgozni”! Ha errdl a kovetésrsl lemondunk, akkor az absztrakeio a leveg6ben fog lebegni, nem fogjuk latni,
hova vezet tovabb. Ha viszont megijediink, hogy nem megy kapasbol, akkor nem fogjuk magunknak igazan elhinni,
hogy képesek vagyunk felfogni az absztrahélo lépést.

Ezutan ratérhetiink az 1. feladat megoldésanak az elemzésére.

A névsor szerint sorban allo tanulokat megsorszamoztuk, majd ebbdl a sorrendbdl akartunk egy mésik sorrendhez,
azaz permutaciohoz eljutni. A permutéciok felirasdnak szokasos modja az, hogy a felss sorba felirjuk az eredeti sorrendet
(ezt néha el is hagyjuk), és ala az elérenddt. Legyen ez példaul a kovetkezs (az egyszeriiség kedvéért 12 tagu osztalyt
valasztunk):
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Mi ehelyett elkészitettiik a kdvetkezs, iranyitott korok diszjunkt uniojabol allo grafot:

(e

Ezeket a koroket nevezziik a permutéacio ciklusainak. Most kodolhatjuk ezt a permutéciét gy is, hogy egymas utan
leirjuk az egyes ciklusokat és zarojellel valasztjuk ket el egymastol. A fenti esetben: (146 7) (238 510) (9 11) (12).

Ez a permutdcio ciklus-szerkezete.

Nyilvanvalé, hogy ebbdl a felirdsbdl is ,yvisszafejthetjik” a permutacié eredeti felirasat. Tetszéleges ilyen ciklus-
szerkezetet felirhatunk, csak arra kell vigyaznunk, hogy minden elem pontosan egy ciklusban szerepeljen, és akkor
egyértelmtien ,yvisszafejthets” lesz. (Megjegyezziik, hogy ha ismert a halmaz, amelyen a permutécié hat, akkor az egy-
elemii ciklusokat szokéis nem kiirni.)

Ugyanannak a permutéicionak a ciklus-szerkezetét azonban tobbféleképpen is felirhatjuk. Két okbol is. Egyrészt
a ciklusok sorrendje (egyelGre legalabbis) tetszdleges, masrészt az egyes ciklusokat barmely tagjuktol kezdve is felirhatjuk.
Az els6 helyett irhatnank pl. (6 7 1 4)-et, a masodik helyett pl. (3 8 5 10 2)-t, a harmadik helyett (11 9)-et is. Tehat
a fenti permutéciot igy is irhatjuk: (11 9) (6 71 4) (3 8 5 10 2), és még sokféleképpen.

Ennek a ciklikus felirasi moédnak a csoportelméletben is sok haszna van (lasd errdl pl. Hegediis Pal feladatsoré).
Mi most a véletlen permutaciok felé vessziik az iranyt, amelyek szintén jobban megfoghatok innen nézve.

Termeészetesen, ha tanitani tamad kedviink a ciklikus szerkezetet, akkor érdemes gyakoroltatni konkrét permutéaciok
felirasat. Es érdemes azt is kiprobalni, hogy két permutaci6 szorzatat hogyan kaphatjuk meg ezzel a felirdssal gyorsan
és mechanikusan. De erre itt nincs sziikségiink.

2. Véletlen permutaciok

2.1. A permutéacidk ajrakoédolasa

A kovetkez6 feladat szintén a permutéacié ciklusairol szol, de most mar véletlen permutaciorél van szo.

3. feladat. Az osztdly most moziba megy. Eqy sorba szol a jegyiik, eqgymds mellé. Mindenki el is megy a moziba,
de egyesével, véletlen sorrendben érkeznek. Ahogy megjonnek, mindenki letl az elsd tires székre, fiiggetlentl attol, hogy
hova sz6l a jegye. (Az elsének érkezd az elsd helyre stb.) Amikor mdr mindenki letlt, az utolsé helyen ildnek eszébe
jut, hogy & mégis ott szeretne ilni, ahova a jegye szol. Megnézi, hova szol, és ha épp ott dl, akkor nem tesz semmit.
Ha nem oda szol, akkor feldllitja azt, aki a helyén il és helyet foglal. Akit feldllitott, az most mdr maga is oda akar
ilni, ahova a jegye szol. Két eset van: vagy épp az ires helyre szol a jegye, akkor letl oda, vagy foglalt a helye, akkor
feldllitja az ott ilét, és leil a helyére. Ez folytatodik, amig ahhoz nem érnek, akinek a jegye a még dres helyre szol. O
is letl a helyére és kezddédhet az eldadds. Mennyi a valdszinisége, hogy az elsd helyen ildnek nem kell feldllnia?

1. megoldas. Ki tudjuk szamolni. Az ellentét eseményt szamoljuk ki, azt tehat, hogy hany olyan permutacié van,
amelyben az els6 helyen iil6nek fel kell allnia. Az a kérdés, hogy hany olyan permutacioé van, amelyben az utols6 helyen
il6 és az els6 helyen iil6 tanulék ugyanabban a ciklusban vannak. Ha ez a ciklus k embert mozgat meg, akkor még
k — 2 embert kell kivalasztanunk, ezt (Z 5
sorba tenni. (Az utolsé helyen il jegye a méasik k — 1 helyének barmelyikére szolhat, a ciklusban kévetkez&é még k — 2
hely barmelyikére stb.). A maradé n — k ember pedig akdrhogy permutalhaté egymas kozott, ez (n — k)!-féleképpen
lehetséges. Osszeszorzasukkal (n—2)!(k—1) adodik. Ezt kell minden lehetséges k-ra, tehat k = 2, ... n-re 6sszeadnunk.
Az Osszeg

)—féleképpen tehetjiik meg. Utdna Gket még (k — 1)!-féleképpen lehet

_ !
(n—opn =1 _nt
2 2
és ez a permutéacioknak pontosan a fele. Tehéat 1/2 valoszintsége van annak is, hogy az elsé helyen iil§ tanulonak is fel
kell allnia.

Inttp://specmat.wiki/index.php/Kezd%C5%911lap.




2. megoldas. Cseréljiikk meg az elsé és az utolsé tanuld jegyét. Ezzel parositjuk a permutacidkat. Ha az egyik
permutaciéban az elsé és utolsé tanuldé egy ciklusban volt, akkor a csere utdn kiilon ciklusba keriilnek és forditva —
err6l a nyilak berajzoladsaval kdnnyen meggyéz6dhetiink. Vagyis minden parbél pontosan az egyikben kell felallnia
az els6 tanulonak is. A keresett valoszintség tehat 1/2.

A masodik megoldas talan a legegyszeriibb. Az itt hasznalt gondolatnak fontos szerepe van a permutéciok elméleté-
ben, lasd példaul a mar emlitett, a ciklusokroél szolo feladatsort. A véletlen permutaciokhoz azonban érdemes még egy
megoldéast megismerniink. Ehhez az egész permutaciot fel kell irnunk ciklus-szerkezettel. Sziikségiink van a kovetkezs
Otletre (én Lovasz Laszlo konyvében olvastam el$szor):

4. feladat. Ldttuk, hogy a permutdciok ciklikus felirasa nem egyértelmid. Eqgy permutdcio sokféleképp is felirhato.
Az egyes ciklusokon belil is barmelyik elemtdl elindulhatunk, de a ciklusokat is tetszdleges sorrendben irhatjuk egymds
utdn. Most szeretnénk egyértelmisiteni a ciklikus felirdst — éspedig gy, hogy el is hagyhatjuk a zdrdjeleket. Lehetsé-
ges ez?

Megoldas. Feltessziik, hogy az els6 n pozitiv szam permuticiojarol van szd. A csel” a kovetkezs. ElGszor a ciklu-
sokat rakjuk sorba, mégpedig tgy, hogy a benniik szerepls legkisebb szamok névekvd sorrendet adjanak. Az elsé ciklus
tehédt az lesz, amelyben szerepel az 1, a masodik az lesz, amelyikben az elsé ciklusban nem szereplé szamok koziil
a legkisebb all stb. A fenti (a 2. feladat megoldasa utani) példankban ez igy volt: (146 7) (2 38 5 10) (9 11) (12).
Most még a ciklus sorrendjét kell ugy felirni, hogy egyben kodoljuk azt is, hol van a vége. A megoldas a kovetkezd:
minden ciklusban a legkisebb elemet irjuk utoljara. Igy az els6 ciklus végét az 1 szam jeldli, a masodik ciklus végét az 1
el6tt nem szerepld legkisebb szam megjelenése jeloli stb. A fenti példank tehat igy alakul: 46 7138 5102 119 12.
Megjegyezziik, hogy ha a legnagyobb szam &ll a legutols6 helyen, akkor az biztosan egyelemt ciklust alkot. Vilagos,

A megoldéasban szerepl felirasi modot a kovetkezGkben ,hézi hasznalatra” a permutécio djrakddoldsinak fogjuk
nevezni.

5. feladat*.? (Gyakorlo feladat.) Melyik permutdcickon nem vdltoztat a fenti tijrakédolds?
Az ujrakodolas segitségével mar konnyen megadhatjuk az igért

1. megoldast a 3. feladathoz. A feladat azt kérdezi, hogy mennyi a valoszintisége annak, hogy az 1 és az n egy
ciklusban szerepel. Ez pontosan akkor kévetkezik be, ha az Gjrakédolas sordn az n az 1l-es el6tt all. Ez pedig nyilvan
az esetek felében teljesiil, hiszen a kodokat parosithatjuk gy, hogy felcseréljiik 1 és n helyét.

Végiil egy megjegyzés a 3. feladathoz: Egyik megoldasban sem jatszik szerepet, hogy épp az utolsé helyen il6 all
fel és épp az elsd helyen il6rdl szol a kérdés. Bdrhogy jelolink ki két tanuldt, mindig 1/2 annak a valdszinidsége, hogy
ok egy ciklusban lesznek (tehdt ha az egyik feldll, akkor a mdsiknak is fel kell dllnia). Mi a valosziniisége annak, hogy
a 3. feladatban mindenkinek fel kell allnia?

6. feladat. a) Mi a valdszinisége annak, hogy a 3. feladatban mindenkinek fel kell dllnia?
b) Mi a valdszinisége annak, hogy pontosan k embernek kell feldllnia?

1. megoldas. a) Ha mindenkinek fel kell 4llnia, az azt jelenti, hogy az egész permutécio egyetlen ciklus, tehat mind
az n tanulét megmozgatja. Az elsének felalld tanuld jegye most n— 1 mésik helyre szolhat, a kdvetkez6é a marado n— 2
helyre stb., ez Osszesen (n — 1)! lehetGség, a permutéaciok 1/n-ed része. Ez a keresett valoszintiség. (A megoldas egy
mondatban: n elem ciklikus permutacioinak szama (n — 1)!, vagyis a permutaciok n-ed része.) Ugyanigy kiszamolhato
az is, hogy 1/n a valoszintsége annak, hogy pontosan k tanulénak kell felallnia, azaz, hogy az adott tanulé egy k elemt
ciklusban van benne. A szamolést az olvasora bizzuk, helyette egy masik megoldast mutatunk.

2. megoldas. A 3. feladat 3. megoldasanal alkalmazott ujrakodolés is egyszertd valaszt tesz lehetévé mindkét
kérdésre, és megvan az az elénye, hogy szdmolni sem kell.

a) Pontosan akkor kell mindenkinek felallnia, ha a permutécio6 ajrakodolasaban az 1-es all az utolsé helyen. Minthogy
az ujrakddolds utin az l-es bdarmelyik helyen ugyanolyan valdszindséggel dll (hiszen minden permutécié pontosan
egyszer szerepel az tjrakodolasnal is), ezért 1/n valoszintséggel all az utolsé helyen. Igy ennyi a valoszintisége annak
is, hogy mindenkinek fel kell allnia.

b) Az l-es a k-adik helyen is ugyanezzel a valoszintséggel all, igy csak annyit kell meggondolnunk, hogy ugyanaz
marad a vélasz, ha nem az utolsé helyen 116 tanulo all fel elGszor, hanem az elsd helyen 1l6.

Ebben az esetben viszont mar az a kérdés, hogy milyen val6szintséggel szerepel az 1 egy pontosan k elemd ciklusban.
Amire a valasz az, hogy ahanyszor pontosan a k-adik helyen all az ujrakédolasban. Es ez minden k-ra egyforma,
tehat 1/n.

A megoldasban kapott eredmény permutéciokra atfogalmazva igy szol:

a valdszindsége, hogy ebben egy adott elem pontosan k hosszi ciklusban szerepel, k értékétdl figgetlendl 1/n.

Suranyi Laszlo

2A *-gal jeldlt feladatok megoldéasa a cikk kdvetkezs részével megjelend fiiggelékben talalhato.



