A hagyomanyoknak megfelel6en ebben az évben is kozoljiik a nyari matematikai didkolimpia feladatainak a meg-
oldasait; lényegében gy, ahogyan a legilletékesebbek, a magyar csapat tagjai leirtak. Kozremiikodésiiket kdszonjiik és
ezuton is gratulalunk eredményeikhez.

A szerkesztiség

Elsé napEl

1. Legyen I' a hegyesszogi ABC' hdromszdg kérilirt kére. D és E legyenek az AB, illetve AC szakaszok olyan
pontjai, amelyekre AD = AE. A BD és CE szakaszok felezdmerdlegesei a T kér rovidebb AB, illetve AC dveit az F,
illetve G pontokban metszik. Bizonyitsuk be, hogy a DE és F'G egyenesek pdrhuzamosak vagy egybeesnek.

Imolay Andras megoldasa. Messe az F'D és a GE egyenes I'-t masodszor rendre M-ben és N-ben.
F rajta van BD felez6mer6legesén, igy az F'D B haromszog egyenlGszara, F'DB<t és ADM < csucsszogek, és BFAM
hiurnégyszog, igy

ADM<« = FDB< = FBD< =
= FBA< = FMA< = DMA«,

tehat a DAM haromszog egyenlGszara, igy AD = AM. Hasonldéan kapjuk, hogy AE = AN, és a feladat feltétele
szerint AD = AE, igy AN = AD = AE = AM, tehat az N, D, E, M pontok egy A kdzéppontu korre illeszkednek.
NDEM és GM N F harnégyszogek, igy

MDE<14=MNE<=MNG<1=MFG<,

tehat a DE és FG egyenesek az F'M egyenessel ugyanakkora szoget zarnak be, vagyis a DE és F'G egyenesek parhu-
zamosak vagy egybeesnek. Kész vagyunk.

2. Hatdrozzuk meg azokat az n > 3 egész szamokat, amelyekre léteznek a1, as, ..., any2 valds szamok, amelyekre

Ap4+1 = @1, Qpt2 = Q2 €S
a;aiy1 +1 = a;q2

teljesil minden i = 1,2,...,n esetén.

Bukva Balazs megoldasa. Ha 3 | n, akkor van megoldas, méghozza legyen

2 n=0 (mod 3),
anp =4 -1 n=1 (mod 3),
-1 n=2 (mod 3).

Ez konnyen ellenérizhetd, hogy jo lesz.
Mas esetben nincsen megoldas. Tekintsiik az alabbi atrendezést (an43 := a3):

n n n n
E ;043 = E a;(it10i42 +1) = E ;@412 + E a; =
i1 i=1 i=1

n

i—1
n n n
2
= E a;0; 11012 + E Q2 = E (aiait1 + 1)aipe = g azy o
im1 i=1

i=1 i=1

Ebbdl a rendezési egyenl6tlenség alapjan azt kapjuk, hogy a; 3 = a; minden i-re, igy, ha (n,3) = 1, akkor az Gsszes a;
egyenld, azaz a; = a valamilyen a-ra. De ebbdl az kivetkezne, hogy az 22 + 1 = = egyenletnek a egy valés megoldasa,
de ennek a mésodfoku egyenletnek nincs valos megoldasa. Ezzel belattuk, hogy ha (n,3) = 1, akkor nincs megoldas.

3. Nevezziik anti-Pascal haromszognek szdmoknak egy olyan, szabdlyos hdromszog alaki elrendezését, amelyben
az utolso sorbeli szamok kivételével minden szdm a kdzvetlenil alatta lévd két szdm kilonbségének az abszoliut értékével
egyenld.

Alabb lathaté egy példa egy olyan anti-Pascal hdromszdgre, amelynek 4 sora van, és 1-tél 10-ig minden egész szdm
eldfordul benne.

8 3 10 9

Létezik-e olyan anti-Pascal hdromszig, aminek 2018 sora van, és 1-t6l (1 + 2 + ... + 2018)-ig minden egész szdm
eléfordul benne?

1A masodik nap feladatainak megoldasat a novemberi szamban kdzoljiik.



Janzer Orsolya Lili megoldasa. Tegyiik fel, hogy van ilyen haromszog.

Mivel egy ilyen, 2018 soros haromszognek éppen 1+ 2 + 3+ ... + 2018 mezdje van, minden egésznek 1-t61 1 + 2 +
3+ ...+ 2018-ig pontosan egyszer kellene szerepelnie benne.

Legyen az n-edik sorban M,, a legnagyobb, m,, pedig a legkisebb szam. Most tegyiik fel, hogy n < 2017, és vegyiik
a kozvetleniil M, alatt 1év6 szamokat. Legyenek ezek a szamok a és b. Feltehet, hogy ezek koziil a > b. Igy a—b = M,,.
Mivel a < My, 11 és b > my 41, kapjuk, hogy M1 > My, + mpy1 (> My—1 +my +mpi1 > ..0).

Igy minden 1 < i < j < 2018-ra

J
M; > M; + Z M.
k=141

Ebbd6l, mivel M7 = mq,
2018

Mso1s > Z m.
k=1
Tehat Mo felirhatd 2018 kiilonb6z6 pozitiv egész Gsszegeként, igy Mogis > 1+ 2+ 3 + ... + 2018, ezért Mag1s =
14+2+3...42018, és {m1, ma, ..., mag1s} €gy permutacidja az {1,2,...,2018} szamoknak. Kévetkezik tovabba, hogy
minden egyenl6tlenség egyenldséggel teljesiil, azaz minden 1 < j < 2018 esetén

M-

Mj = mi.

k=1

Most legyen minden n < 2018 szam  ,kicsi”, tovabbA minden 1 + 2 + ... + 2017 <
<n<142+4...4 2018 szam ,nagy”. Mivel {mq1,ma,...,mao1s} az {1,2,...,2018} szamok permutécidja, min-
den sorban pontosan egy kicsi szam lesz.

Ha n <1954, akkor:

Mn:ka§2018+2017+...+65:
k=1
=(14+2+...42018)— (1 +2+...+64) =
=(1+2+...4+2018) —2080 < 1 + 2+ ...+ 2017,

vagyis az n-edik sorban nem lehet egyetlen ,nagy” szam sem.

Ha 1955 < n < 2017, akkor legyen [ egy nagy szam az n-edik sorban. Legyenek a szamok kdzvetleniil [ alatt a és b; fel-
tehetd, hogy a > b. Igy b = a - 1, és a <
< 1+2+...42018; mivel [ jnagy” (= 1 > 1+ 2+ ...+ 2017), b < 2018, vagyis b kicsi. Igy b = m, 11, azaz [
kozvetleniil m,, ;1 folott van. Igy legfeljebb ketts ,nagy” szam lehet az n-edik sorban.

Tehat legfeljebb 126 nagy szam van a sorokban Osszesen, a legalsot kivéve. Mivel 6sszesen 2019 ,nagy” szam van,
legalabb 1893 ,nagy” szam van a legalsé sorban, ezért legfeljebb 125 ,nem-nagy” van abban a sorban. A legalso sorban
2018 szam, igy 2017 szomszédos szampér van. Ha figyelmen kiviil hagyjuk a kozvetleniil az mqp17 alatti szampart, és
a legfeljebb 250 szampéart, amiben van ,nem-nagy”, akkor még mindig marad olyan szomszédos par, aminek minkét
tagja ,nagy”’, és nem kozvetleniil az mopi7 alatt van. Viszont a két ,nagy” szadm kiilonbsége kicsi, és megtalalhato
a 2017-edik sorban, igy az magi7-tel egylitt mar kettd ,kicsi” szam is lenne abban a sorban, ami ellentmondaés.

Tehat nem létezik ilyen anti-Pascal haromszog.

A megoldas forrasa: https://artofproblemsolving. com.



