Sikbeli elektromos vezetési problémak
I. rész (matematikai elGkészités)

Bevezetés

Sikbeli vezetési jelenség soran egy vékony siklapban létrejovs aramlast vizsgalunk. Ebben az esetben azt mondhat-
juk, hogy a sikra merélegesen nincs aramlés, vagy az aramlést leir6 fizikai mennyiségek nem fiiggenek ettdl az irdnytol.
Ilyen jelenség lehet példaul az elektromos vezetés, a hévezetés vagy folyadék aramlasa. Egy ilyen aramlési problémé-
ban az a feladat, hogy meghatéarozzuk a kialakulo kétdimenzios (sikbeli) aramlési teret, tehat az elektromos vezetés
esetén az elektromos erévonalakat, hévezetésnél a haram dramvonalait, folyadék aramlasakor a sebességteret, vagyis
az dramvonalak alakjat.

A feladat megoldasa altalaban nehéz. Sok esetben kiilonb6z6 hatarfeltételeknek kell teljesiilni: a siklap (lemez) nem
végtelen kiterjedést, adott szogi hajlat van benne, esetleg a vizsgalando tartomény lyukas. Azonban, ha az 6sszenyom-
hatatlannak tekinthetd folyadék dramlésa stacionarius, azaz a lemezen kialakult aramlési tér id6ben nem valtozik, egy
iigyesen valasztott leképezéses modszerrel sokkal kénnyebben megadhatjuk az aramlés leirasat. Ez azt jelenti, hogy
egy megfelel§ transzformécioval a vizsgélandd dramlas egy masik, mar ismert (vagy kénnyebben leirhaté) aramléasba
vihetd at, igy arra visszavezetve az eredeti probléma is megoldhatova valik. Megmutathato, hogy stacionarius eset-
ben a megoldandé egyenletek mindharom témakorben alakilag megegyeznek, igy ez a mddszer mindharom esetben
alkalmazhaté. A tovabbiakban csak elektromos vezetéssel foglalkozunk, hévezetési és folyadékaramlasi problémaéakat
— terjedelmi okokbél — nem targyalunk.

A leképezéses modszer a témakor szokasos targyalasaban a komplex szadmok algebrai tulajdonsagait és a komplex
valtozos fliggvények differencidlszamitasat hasznalja fel, ami meghaladja a kozépiskolai matematika tananyagot. Ezért
a cikkiinkben — rendhagyé médon — egy egyszertibb utat valasztunk: a leképezés geometriai tulajdonsagait fogjuk
vizsgalni, és csak elemi matematikai ismereteket varunk el az Olvasétol. Nem fogjuk az elektromos aram eloszlasanak
minden részletét meghatarozni, hanem csak azt vizsgaljuk meg, hogy a lemezbe egy vagy tobb ponton be-, illetve
kivezetett dram hatasara (kiilonboz6 geometriai elrendezések esetén) a lemez két kivalasztott pontja kézott mekkora
fesziiltség alakul ki. Az ilyen feladatokra is alkalmazhato az emlitett leképezéses eljaras, amihez egyszertibb esetekben
nincs sziikség komplex valtozos fiiggvények ismeretére.

A tovabbiakban (teljesen altalanosan vetve fel a kérdést) megvizsgaljuk, hogy milyen tulajdonségu transzforma-
ciok alkalmasak egyméastol latszolag teljesen fiiggetlen sikbeli arameloszlasok kozotti kapcsolat leirasara. Miutan erre
a kérdésre valaszt kaptunk, pontos matematikai képletekkel konkrétan megadunk a legfontosabb transzformaciotipusok
koziil néhanyat, majd cikkiink II. részében bemutatjuk, hogyan alkalmazhatok ezek a transzformaciok bizonyos fizikai
problémak megoldasanal.

Arany- és szogtarté transzformacidk

Egy elektromosan vezets siklemezbe, amely lehet véges kiterjedést, vagy akar ,yvégtelen” nagy, bizonyos helyeken
aramokat vezetiink be, illetve aramokat vezetiink el rola. A lemez homogén, vastagsaga J, fajlagos ellenallasa o.

Tételezziik fel, hogy ismerjiik a kialakulé arameloszlast, vagyis a j (r) aramstrtséget, valamint az elektromos poten-
cial ®(r) fiiggvényét. Mindezeket a mennyiségeket egy alkalmasan valasztott derékszogi (x, y) koordinata-rendszerben
adhatjuk meg (lasd az I. dbra bal oldali részét), de hasznalhatjuk az (r,¢) sikbeli polarkoordinatakat is. Valasszuk
ki az arameloszlasnak egy kicsiny, téglalap alakunak tekinthet§ részét, amit két egymastél csak kicsit eltérd ekvi-
potencialis gorbe és két kozeli aramvonal hatarol. Legyenek a téglalap oldalai a és b, és jeloljilk a P és S pontok
kozotti szakaszon atfolyo dram erdsségét I-vel. (Ugyancsak I erGsségi aram folyik a @) és az R pontok kozott is, hiszen
az aramlasi kép stacionarius, a toltések sehol nem halmozoédhatnak fel egyre névekvs mértékben.)
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Az dramerdsség az dramsiirtiséggel (vagyis az egységnyi feliileten atfolyé arammal), az aramstriiség az elektromos
térerdsséggel, a térerdsség pedig a potencialkiilonbséggel fejezhets ki:
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igy tehat a P és S pontok kozotti b - 6 nagysagu feliileten atfolyd aram erdssége:
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Ha valamilyen transzformaci6 (leképezés) az dram- és potencialeloszlast atviszi az (z’,y’) koordinatarendszerben
megadhato j'(r') arameloszlasba (l4sd az 1. dbra jobb oldali részét), akkor a vizsgalt kicsiny tartomanyon atfolyo
dram er@ssége:
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Felhasznaltuk, hogy a transzformalt aramstrtiség-vektorok merélegesek a transzformalt ekvipotencialis gorbékre, tehat
a PQRS téglalap ,képe” ugyancsak téglalap, melynek oldalai (a’ és b') altalaban kiilonboznek az eredeti méretektol.

A két elrendezés (ugyanakkora be- és kivezetett dramok esetén) akkor egyenértéki, ha minden részletében ugyan-

akkora dramerdsséget tartalmaz, vagyis I’ = I. Ez lathatoan akkor teljesiil, ha
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vagyis a transzformaci6 (kis meéretek esetén) ardnytartd. Ez a tulajdonsag nemcsak az egymast derékszégben metszé
rovid szakaszokra érvényes, hanem egy adott ponton atmend, tetszGleges iranyu, kicsiny szakaszparokra is fennall,
ahogy azt a 2. dbra mutatja:
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Az 4brarol az is leolvashato, hogy a transzformacio szdgtarts: o' = ol

Az arény- és szogtarto sikbeli transzforméaciokat konform leképezéseknek nevezik, és komplex véltozdji, komplex
értekd, kellsképpen ,sima” (differencialhato) figgvényekkel irhatok le. Ezek a leképezések a sik egy-egy (kicsiny)
darabkajat csak odébbtoljak, elforgatjak és valamilyen aranyban nagyitjak (vagy kicsinyitik). Az eltolas, forgatés és
nagyitas mértéke természetesen helyrdl helyre valtozhat, igy az alakzat egésze lényegesen eltorzulhat, dtalakulhat.

A tovabbiakban bemutatunk néhany — a fizikai alkalmazésok szempontjaboél lényeges — konform leképezést. Mivel
az ilyen leképezések egymés utdn torténd alkalmazésa ugyancsak szog- és ardnytarté transzforméciot eredményez,
néhany alapesetbdl kiindulva a fizikai problémak meglepGen széles korének megoldasara nyilik lehetdségiink.

1. Eltolas

Ha a sik egészét valamilyen adott (sikbeli) vektorral odébbtoljuk, ez a transzformacio nyilvan arany- és szogtarto
lesz, tehat konform leképezést valdsit meg. A kapcsolat egy-egy pont régi és 0j koordinatai k6zott:
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ahol x¢ és yo allandok.

2. Nagyitas (kicsinyités)
Egy maésik szog- és aranytarté transzformacio képletei:

=X,y =y,

ahol A # 0 egy adott &lland6. Ha A > 1, a leképezés a sikbeli alakzatokat nagyitja, A < 1 esetben pedig kicsinyiti.
3. Forgatas

LA transzfomécié soran az egyenes vonalak altalaban gorbe vonalakba mennek at. Ilyen esetben a szdgtartast gy értjiik, hogy egy
ponton atmend két gorbe érintGjének egymassal bezart szoge a leképezés soran nem valtozik.



Kicsit bonyolultabb, de ugyancsak konform leképezés a sik pontjainak valamekkora ¢ szoggel torténd elforgatasa:
' = xcosp — ysinp, y' = xsin g + ycos .

Az eddig felsorolt transzforméciok lényegében nem véltoztatjak meg az aramlasi képet (az aramvonalakat), csupan
annak felelnek meg, hogy a koordinata-rendszer kezdSpontjat mashova helyezziik, a tavolsagok meértékegységét megval-
toztatjuk (példaul centiméter helyett inch egységeket hasznalunk), illetve az = tengelyt masfelé iranyitjuk. A kévetkezs
két leképezésnél azonban nem ez a helyzet, azok lényeges valtozast eredményeznek az arameloszlasban, tehat fizikailag
kiilonbo6z6 problémékat kapcsolnak Gssze.

4. ,Legyezi-leképezés”
Tekintsiik azt a leképezést, ami az y > 0 végtelen félsik egyes pontjaihoz tartoz6 helyvektor z tengellyel alko-

tott ¢ szogét megkétszerezi: ¢’ = 2p. Szemléletesen ez olyan, mintha egy legyez6t kétszeres méretre nyitnank ki.
A 3. dbrdn egy 7 helyvektoru, r és ¢ polarkoordinatakkal megadott pont koriili, kicsiny PQRS tartomény szogtartd
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Ahhoz, hogy a leképezés (kicsi méretek esetén) aranytarto is legyen, az sziikséges, hogy a

Ar Ar’

T-Acp_r’-2Ag0

egyenldség teljesiiljon. Innen kovetkezik, hogy
rAr — 27 Ar =0,

vagyis (Ar < r és Ar’ < r’ esetén) fennall, hogy
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kovetkezik. Lathato, hogy a kétszeresére kinyitott ,legyezd” esetében akkor kapunk szog- és ardnytarto transzforméciot,
ha a kétszeres szog mellett a helyvektorok nagysagat négyzetre is emeljiik és konstanssal megszorozzukﬂ. Az allando
értéke tetszéleges lehet, de célszerd a nagysagat 1-nek valasztani.
A leképezés altaldnosithato a legyezs tetszéleges aranyua kinyitasara. A fentebb leirtakhoz hasonléan lathatéd be,
hogy ¢’ = ny esetén a transzformacié akkor lesz aranytarto, ha ' = ™, ahol n tetszéleges pozitiv vagy negativ szam

(n #0)P
5. ,,Szalag-leképezés”

Véges szélességii, nagyon hosszi, elektromosan vezets lemezben foly6 sikbeli arameloszlasok leirasanal hasznos lehet
egy olyan konform (sz0g- és ardnytarto) leképezés, amely a szalagot egy végtelen sikba transzformalja. Legyen a szalag
az z tengellyel parhuzamos és y iranyban 27 széles. (Ha mas lenne a szalag szélessége, alkalmas léptéki nagyitassal
mindig elérhetd ez a kivant méret.)

Valasszunk egy olyan transzforméaciot, ami az x tengellyel parhuzamos vonalakat (amelyekre y = yo allando,
0 < yo < 27) az origobol kiindulo ,sugarasan” szétfuté vonalakba viszi 4t. Ezeket a ¢’ = dllando dsszefiigges jellemzi,
ahol ¢’ a leképezés soran kapott vektoroknak az o’ tengellyel bezart szoge. Legyen példaul

¢ =y.

2 Megjegyzések: (i) Az © = y = 0 pontban (vagyis a koordinata-rendszer origojaban (a legyezs ,tengelyénél”) a transzformacio nyilvan
nem szogtart6. Ez a kivételes pont a transzformacio ,szingularis pontja”. (i¢) A leirt transzformaci6 a komplex szamok nyelvén (az z+iy = z
és o' +iy = 2’ jeldlés bevezetésével) igy irhato: 2’ = allando - 2°.

3A komplex szamok algebrajaban jartasak felismerhetik, hogy az elsé harom példaban szerepld leképezés a 2z’ = z1z + zo linearis
fiiggvénnyel (2o és 21 allandok), az altalanositott ,legyezs-leképezés” pedig a 2’ = 2™ komplex fiiggvénnyel irhato le.



Ez a legegyszeriibb valasztas, ami teljesiti a fentebb leirt kévetelményeket. Az x tengellyel parhuzamos vonalseregre
merGleges vonalak (egyenesek) egyenlete: © = xy = allandd. Ezek az egyenesek a leképezés utén az origon athalado
sugaras egyenesekre” merdleges gorbékbe, azaz valamekkora sugart korokbe mennek at. Azt, hogy mi a kapcsolat
az x koordinata és az r’ sugar kozott, a leképezés aranytartosaganak kovetelménye hatarozza meg.

A 4. dbrdrdl leolvashato, hogy

ahonnan Ay’ = Ay miatt
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Ez az egyenlet (hataresetben differencidlegyenlet) a kamatos kamat vagy a radioaktiv bomlasok exponencialis torvé-

nyével azonos alak, emiatt a megoldasa:

r'(z) = allando - e”.

Az alland6 1-nek valaszthato, avagy egy egyszerd nyujtassal 1-gyé tehets[]

A bemutatott arany- és szogtarto leképezések mindegyikének ,inverze” (visszafelé torténd alkalmazéisa) is arany-
és szOgtarto, tehat azok is alkalmasak sikbeli vezetési (vagy adramlasi) problémak leirasara. Ugyancsak megengedett
a konform leképezések egymast kdvets sorozatanak alkalmazasa. Bizonyos esetekben kihasznalhatjuk még a probléma
forgasi és/vagy tiikrozési szimmetridjat, amennyiben a vékony aramvezets lemez hatarvonalai is rendelkeznek ezekkel
a szimmetriakkal. Mindezekre cikkiink II. (a KoMaL jové havi szaméaban megjelend) részében mutatunk fizikai példakat,

konkrét alkalmazasokat.
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4A komplex szdmok exponencialis alakjat ismerck szamara megjegyezziik, hogy a ,szalag-leképezést” a 2’ = ¢® komplex exponenciélis

fliggvény irja le.



