Barangolas kockas papiron

Szeretjiik, ha egy szamsorozat altalanos tagja megadhat6 képlettel. Példaul a paratlan szamok, a paros szamok,
a haromszogszamok, a négyzetszamok elGallitdsara gyorsan tudunk képletet adni. A szamok megjelenitése egy-egy
megfelel$ figuraval sokat segithet a képlet elGallitasaban. A figuralis szdmokat régen egyforma kavicsokkal dbrazolték,
ma kirakhatjuk ket példaul szines kupakokbol.

A kockas papir” négyzetracsan is szemléltethetSk ezek a szdmok.
Az n-edik paratlan szam:

an=n+Mn—-1)=2n-1.

1 3 5 7
Az n-edik paros szam:
a, = 2n.
2 4 6 8
Az n-edik haromszogszam:
nn+1
a,=14+24+...+n= ( 2+ )
1 3 6 10
Az n-edik négyzetszam:
an = n.
1 4 9 16 ...

Milyen képlettel tudnank megadni a kdvetkezs szamsorozat n-edik tagjat?
(1) 1, 5, 13, 25, 41, 61, 85, 113, 145, 181, 221, 265, ... .

Ha két szomszédos négyzetszam figurajat egymasra illesztjiik, azonnal lathatéva valik a képlet.
Vagyis a sorozat n-edik tagja:

(2) an =0+ (n—1)°




Az (1) sorozat szamait latva érthetetlen lett volna, ha négyzetszamoknak nevezziik ezeket. Az abrakat szemlélve
viszont jogosnak érezhetnénk, de ez az elnevezés mar foglalt. Mivel a négyzetszamok megszokott abrajan minden kis
négyzetnek a kozepét is bejeloltiik, ezért ezeket a szamokat kdzéppontos négyzetszamoknak nevezi a szakirodalom.
A kozéppontos négyzetszamok szemléltetésénél észrevehets az is, hogy egy pont van kdzépen, és azt négyzet alaki
pontrétegek veszik koriil. Adott réteg minden oldala eggyel tobb pontot tartalmaz, mint a kordbbi réteg. Ezt fel-
hasznélva bevezethetjiik a koézéppontos sokszogszamok fogalmat is. Az dbrdn példaként a kdzéppontos hatszogszamok
sorozatat szemléltetjiik kockas papiron.

1 7 19 ...

A (2) képlet esziinkbe juttathatja a Pitagorasz-tételt. Tekintsiik azokat a derékszogi haromszogeket, amelyekben
a két befogo hossza két egyméast kovets egész szammal adhatdé meg:

Az igy kapott n-edik derékszogi haromszog atfogdjanak hosszat az n + 1. kbzéppontos négyzetszam négyzetgyo-

ke adja: ¢, = \/(n+1)* +n2. Az abrasorozat harmadik tagja a jol ismert 3, 4, 5 oldalhossziségokkal megadott
Pitagorasz-féle haromszog.

Van-e még a sorozatban Pitagorasz-féle haromszog? A kérdésre az (n + 1)24—712 = ¢? masodfoku diofantoszi egyenlet
megoldésa adja a valaszt. Ezekkel a kérdésekkel tandran is foglalkoztunk, de az ilyen tipust egyenletek megoldasa nem
szerepel a kozépiskolai tananyagban, ezért fliggvénytablazat, szamologép, illetve szamitogép segitségével probaltak
a didkjaink ilyen haromszogeket keresni.

A fiiggvénytablazatban a ¢ < 100-hoz megtaléljuk a Pitagorasz-féle szamharmasokat. Ezek kozott csak egy tovabbi
megfelel§ van: 20, 21, 29. Grafikus szamologéppel tovabbi szamharmasokat is kaptunk. A szamologép tablazatanak

els6 oszlopaban az n, a masodik oszlopaban a \/ (n + 1)* + n? értékeit irattuk ki. Igy a ¢ < 1000-hez talaltunk még
két megfelel6 haromszoget: 119, 120, 169, illetve 696, 697, 985.

Ovatosan kell kezelniink a szamologép tablazatanak szamait. A szamolégép példaul a 288, 289, 408 szamhéarmast is
megadta, de ez nyilvanvaloan rossz, hiszen a 2882 + 2892 utols6 szamjegye 5, mig 4082 utolsé szamjegye 4. A tablazat
szamait két tizedesre kerekitve a gép 408-nak vette a /2882 + 289 ~ 408,001 -et.

Szondy Daniel szamitogéppel a ¢ < 225058 682 feltétel mellett Osszesen 11 szamharmast talalt:

an by, Cn
1. 3 4 5
2. 20 21 29
3. 119 120 169
4. 696 697 985
5. 4059 4060 5741
6. 23660 23661 33461
7. 137903 137904 195025
8. 803 760 803 761 1136689
9. 4684 659 4684 660 6625109
10. 27304196 | 27304197 | 38613965
11. | 159140519 | 159140520 | 225058681

Ezeket egyszert "favagd” modszerrel kereste, ezért kijelenthetjiik, hogy eddig teljes a lista. Az ennél nagyobb
szamok keresése el6tt egy érdekességet vett észre. Megfigyelte, hogy az els6 oszlopban a két egymas utan kovetkezs
szam hanyadosa 5,83 koriili értéket vesz fel. Ezen érdekesség alapjan elkészitett egy 4j keresési algoritmust:

(3)

A legnagyobb ismert ilyen a,, értéket (azaz a hdromsziog legrovidebb oldaldnak hosszdt)szorozzuk meg az utolsd két szdm hdnyadose



2
an

Vagyis az 4j derékszogi haromszog legkisebb oldalanak hosszat [ ] kornyékére varjuk. Ez a sejtés sikeresnek
n—1
mondhatd, mert ilyen moédon jelentGs mennyiségt Gj szdmharmas adédott, de mar nem lehetiink biztosak listank

teljességében:

an b, Cn
12, 927 538 920 927538 921 1311738121
13. 5406 093 003 5406 093 004 7645370045
14. 31509019100 31509019101 44 560482 149
15. 183 648 021 599 183 648 021 600 259717 522 849
16. 1070379110496 1070379110497 1513744654945
17. 6238626 641 379 6238 626 641 380 8822750406 821
18. 36361 380737780 36361 380737781 51422757 785981
19. 211929657 785 303 211929657 785 304 299 713 796 309 065
20. | 1235216565974040 | 1235216565974041 | 1746860020068 409

Mi lehet az a titokzatos 5,83 koriili szam?

A megtalalt husz derékszogi haromszog két befogdja majdnem egyenls hossziasagi. Minél nagyobb sorszamu hé-
romszogeket néziink a sorozatbol, annal jobban az egyenlGszart derékszogi haromszogeket juttatjak az esziinkbe,
amelyekben a befogo hosszanak v/2-szorose adja az atfogo hosszat. Ez adhatta azt a megérzést, hogy az 5,83 és a v/2

kozott keressiink kapcsolatot. Mivel 2v/2 4 3 ~ 5,8284, ezért az ntl _ 2v/2 + 3 sejtést is megfogalmaztuk. A fenti

Qn
majdnem egyenl@szara derékszogti haromszogeket a tovabbiakban roviden MED haromszogeknek fogjuk nevezni.
Az eddigi oldalhosszakat nézve rekurziv képletet is talaltunk:

ap41 = 6an — an—1 + 2,
anrl = 6bn - bnfl - 27

Cn+1 = 6c, — Cn-1.

Probaltunk a Fibonacci-sorozathoz hasonld explicit képletet adni az a,-re. A kisérletezgetések alapjan igaznak
tlinik a kovetkezs képlet:

(3+2v2)" — (3-2v2)"
V2

ahol 1-nél nagyobb egész szam az n. Ez egy szép sejtés, de nem az a,-re vart képlet.

Ezek utan utdnanéztiink az interneten, hogy vajon maésok is foglalkoztak-e mar a MED haromszogekkel, s ha
igen, akkor 6k mire jutottak. Nem meglep6 médon igen sok taldlatot kaptunk, a kérdésnek gazdag irodalma van. Sok
érdekességre is bukkantunk, ezek koziil — a teljesség igénye nélkiil — itt csak néhanyat emlitiink. Az [1]-ben példaul
talalunk egy bizonyitast arra, hogy végtelen sok ilyen haromszog van, és egy konstrukciét is kapunk ilyenek elGallitasara.
Az azonban nem deriil ki ebbdl a bizonyitasbol, hogy az igy konstrudlhatd haromszogeken kiviil is vannak-e MED
haromszogek.

A [2]-ben taldlunk egy rovid bizonyitast arra nézve, hogy végtelen sok olyan haromszogszam van, amely egyben
n(n+1)

(4)

=anp+apn—1+1,

négyzetszam is. Konnyd ellendrizni, hogy ha H(n) = (tehat az n-edik haromszogszam) négyzetszam, akkor

H (4n(n + 1)) is az. Ez a konstrukci6é nem adja meg az Osszes ilyen tulajdonsagu szamot, viszont a [3]-ban olvashato
egy bizonyitas, ami megadja az Osszest. A [4] szerint pedig Euler 1778-ban altalanos formulat talalt az Fy-ra, azaz
a k-adik haromszogszam-négyzetszamra:

o ((3+2\/§)k—(3—2\/§)k>2
k= VG :

Ezt azért tartjuk érdekesnek, mert nagyon hasonlit az a,,+a,—1+1-re altalunk talalt (4) osszefiiggésre. Kis atrendezéssel
kapjuk, hogy a, + an—1 +1 = WE.
A [2] egyik allitasa haromszogszam-négyzetszamok és a MED héaromszogek kozti szoros kapcsolatot is igazolja.

Allitas: Végtelen sok MED haromszog van, s ezek oldalhossztisagainak altalanos alakja:

AVE, —1+V8Er+1 4VEL+1++8Er+1
<\/_k 5 K ; VEL 5 K ;2\/Ek+\/8Ek+1>.

Behelyettesitéssel ellendrizhets, hogy az E1 = 1 a (3, 4, 5), az E2 = 36 pedig a (20, 21, 29) MED héaromszoget
adja. Az érdeklsdd olvaso az allitas (kozépiskolas ismeretekkel is kovethetS) bizonyitasat a [2]-ben megtalalja.



Végiil [5] nem csak a majdnem egyenlgszara derékszogi haromszogekkel, hanem a majdnem derékszogi, ezen beliil
a majdnem derékszogt egyenlGszara haromszogekkel is foglalkozik, s6t a haromszogek e két osztalya kozott kapcesolatot
is teremt.

Egy haromszoget majdnem derékszogiinek neveziink, ha oldalaira z? + y? = 22 £ 1 teljesiil. Ezek kozott mar sok
egyenlGszarut talalunk. Ilyenek példaul az (5, 5, 7), (29, 29, 41), (169, 169, 239) vagy a (12, 12, 17), (70, 70, 99),
(408, 408, 577) haromszogek. Az els6 tipusba tartozé haromszogek szara épp egy MED haromszog atfogoja, alapja
pedig ugyanebben a MED haromszogben a két befogd 6sszege. A masodik tipusba tartozo haromszégeknek az alapja
két egymast kdveté MED haromszog atfogdjanak a szamtani kozepe, széra pedig a kisebbik MED haromszog harom
oldalanak Osszege.

A kockas papiron a tovabbi barangolashoz valasszuk a KéMaL 1989/10. szaméaban megjelent Gyakorlo feladatok
egyetemi felvételire cimd Osszedllitasbol a kovetkezs feladatot:

11
1. feladat: Hatdrozzuk meg a K(—2; 1) kizépponti és r = 5 egység sugari kor, valamint az F(l; —Z) fokuszi,

13
Yy = I vezéregyenest parabola metszéspontjait.
Ez a feladat egy kicsit atszovegezve igy hangzik:

2. feladat: Hatdrozzuk meg a K(—2; 1) kézépponti, r = 5 egység sugari kor, valamint az f(z) = ? — 22 — 2
hozzarendeléssel megadott figguény képének kizds pontjait.

Nézziik roviden ennek a megoldésat, de természetesen ezzel az elsét is megoldjuk.

Legyen P(z; y) a feltételeknek megfelel6 pont. Ekkor PK = 5, vagyis Pitagorasz-tétellel:

(5) (z42)* + (y — 1)* = 25.
A P pontnak a megadott masodfoku fiiggvény képére, a parabolara is illeszkedni kell, ezért az
(6) y=2a®—2r—2

Osszefiiggésnek is teljesiilnie kell.
Az (5) és a (6) egyenletekbd! &llo kétismeretlenes egyenletrendszer megoldésai adjék a P pont koordinatait. Behe-

lyettesitéssel az (z + 2)° + (2° — 22 — 3)2 = 25 egyenlethez jutunk, amit

(7) ot — 423 — 2?4162 - 12 =0

alakra tudunk rendezni. Ha ennek a negyedfoku egyenletnek van egész megoldasa, akkor az 2 — 423 — 2% 4162 (ami egy
egész szammal egyenls) oszthato lenne ezzel az x-szel. Vagyis ebben az esetben az x csakis a 12 osztoi koziil keriilhet

ki.
A 12 oszt6i: +£12, 46, +£4, +£3, +2, +1. A tizenkét lehetGség kiprobalasaval most szerencsénk van, mert megkapjuk

a (7) egyenlet Gsszes megoldasat:
1'1:—2, 1'221, ,’E3:2, 1'423.

A (6) felhasznalasaval pedig megadhato6 a kapott négy kozos pont masodik koordinétéja is, vagyis a keresett pontok:

Pi(=2; 6), Pa(1; =3), P3(2; —2), Pu(3; 1).

Szeretjiik, ha a gyakorl6 feladatokat olyan szépre tervezik, hogy a megoldasok egészek. Ebben az esetben is ez
tortént. Adott volt a racson egy kor, amelynek a kdzéppontja racspont, sugaranak hossza pedig egész. Adott volt
tovabba az 2% hozzarendelési fiiggvény képének egy olyan eltoltja, hogy a tengelypontja racspontra keriilt. Szerettiik
volna, hogy legyen négy kozos pontjuk, és ezek racspontok legyenek.



Van-e mas elrendezés a fenti feltételek mellett? Ha van, keressiink ilyeneket. Ha elkezdiink rajzolgatni a kockas
papiron, akkor hamar észrevehetjiik, hogy specialis elrendezést érdemes keresniink, mert ekkor gyorsan lehet sikerél-
ményiink. Az origdban all6 normalparabola racspontjait bejelolve egymasra rakott hirtrapézokbol allé torony jelenik
meg el6ttiink. Az épitmény egy egyenls szaru derékszogi haromszoggel indul, ahogyan ezt az dbrdn is lathatjuk.

Barmely ilyen hartrapéz koré irt kore és a normalparabola ezek szerint négy racspontban metszi egymast. Vagyis
végtelen sok olyan kort talaltunk, amely a normalparabolat négy racspontban metszi. Vajon ezeknek a koéroknek hol
van a kozéppontja? Van-e kozottiik olyan, amelyiknek a sugara egész?

Y
Ry =S5 P = Q4
Ky
Rs =S, Py =Qs
151
K3
107
R2 = S3 P3 = le
Ko
5,,
Ri =5, P, =
K
S Py
420 2 4z

3. feladat: Vegyiik az f(z) = 2 hozzdrendeléssel adott fiigguény képérdl a P, (n;n?), Qn(n+1;n*+2n+1), R, (—n—
1;n% 4+ 2n + 1); Sn(—n;n2) pontokat, ahol n eqy tetszdleges pozitiv egész szdmot jeldl. Igazoljuk, hogy a P,QnR,S,
hirtrapéz kérilirt kérének koézéppontja racspont. Adjuk meg a kézéppont koordindtdjdt és a kor sugardnak hosszdt.

Az &bra alapjan a P;@Q1R1S; hurtrapézhoz a K;(0;3) kdzéppont és az r; = V5 sugar, a P,(QQ2R25: hirtrapézhoz
a K5(0;7) kozéppont és az ro = V13 sugér tartozik. Mivel 3 = 12 +2, 7 = 22 4 3, ezért K, (0;n% +n+ 1) a sejtésiink.
Alkalmazzuk most is a Pitagorasz-tételt a racson. Szamitasunk eredménye:

KnPn - KnQn =\ 7’L2 + (n + 1)2,

ami a sejtésiink bizonyitasat jelenti. Ezek alapjan a P,Q,R,S, hurtrapézok koriilirt kérének kdzéppontja minden

esetben racspont lesz: K, (0;n% 4+ n + 1), a korok sugardnak hossza pedig: r, = \/n2 + (n + 1)°.

Az 7, akkor lesz egész szam, ha az n® + (n+ 1)2 kozéppontos négyzetszam egyben négyzetszam is. Mi 20 ilyen
kozéppontos négyzetszamot talaltunk szamitogéppel. Vagyis akkor lesz a sugar hossza egész szdmmal megadhato, ha
K, P, = K,Q, egy MED héaromszog atfogdja, és mar tudjuk, hogy végtelen sok MED haromszdg van.

Vizsgélataink alapjan kideriilt, hogy végtelen sok szimmetrikus dbra létezik, ahol a normélparabolat négy racspont-
ban metsz egy racskozept, egész sugarhosszusagi kor. A kockas papiron rajzolgatva szerettiink volna a 2. feladatban
latott tovabbi, nem szimmetrikus elrendezést is talalni. A véletlen keresgélés nem kecsegtetett nagy reményekkel. El-
s6ként Ratki Barnabas szamitégép segitségével talalt egy megfelels Gj abrat. Szamoléssal ellenérizhets, hogy az éltala
megadott A(15; 20), B(20; —15), C(24; —7), D(25; 0) pontok illeszkednek az origod kézéppontu 25 sugaru korre, és
az f(z) = (x — 21)* — 16 hozzarendeléssel megadott fiiggvény képére is. Ugyanennek az elrendezésnek kiilosnbzs eltolt
valtozatait masok is megtalaltak.

Ebben az frasban izelit6t szerettiink volna mutatni abbdl, hogy a fiizetlapunk racsa milyen sok érdekességet tar-
togat szamunkra, milyen sok felfedezés varhat rank, ha egy kicsit barangolunk a kockas papiron. Végezetiil egy révid
feladatsorral szeretnék minden érdekldét biztatni erre a kalandozésra, Gjabb és tjabb érdekes kérdések megfogal-
mazasara. A figurdlis szamokra vonatkozd bizonyitésokat féltétleniil szemléltessiik racson is. A kovetkezd feladatok
kiilonbo6z6 nehézségliek, de reméljiik, hogy mindenki talal kedvére valét.

Ajanlott feladatok

1. Adjunk meg néhany haromszogszamot, amely négyzetszam is.

2. Milyen figuralis szamot és hanyadikat kapjuk, ha az n-edik négyzetszambodl elvessziik az n-edik pozitiv paratlan
szamot?

3. Adjunk meg két egymast kovetd haromszogszamot, melyek kiilonbsége kétjegyd négyzetszam.



4. Adjunk az n-edik négyzetszamhoz n-et. Igazoljuk, hogy az igy kapott szam egy haromszogszam duplaja.

5. Igazoljuk, hogy a 2n-edik haromszogszam az n-edik négyzetszam és az n-edik haromszoégszam dupldjanak
az 0sszege.

6. Egy haromszogszamhoz adjuk hozza valamelyik szomszédjanak haromszorosat. Igazoljuk, hogy haromszogszamot
kapunk.

7. Az els6 kozéppontos négyzetszam az 1. Adjuk meg a 77. kézéppontos négyzetszamot.

8. Igazoljuk, hogy minden kdzéppontos négyzetszam paratlan.

9. Mutassuk meg, hogy ha a (2n + 1)-edik négyzetszamhoz hozzaadjuk az n-edik vagy az (n + 1)-edik négyzetszam
négyszeresét, akkor kézéppontos négyzetszamot kapunk.

10. Igazoljuk, hogy a kozéppontos négyzetszamok néggyel osztva egyet adnak maradékul.

11. Igazoljuk, hogy egy haromszogszam négyszereséhez 1-et adva kézéppontos négyzetszamot kapunk.

12. Adjuk meg az n-edik kozéppontos hatszogszam képletét. (Az elsé ilyen szam az 1.)

13. Igazoljuk, hogy ha a (2n + 1)-edik négyzetszambol elvessziik az n-edik haromszogszam kétszeresét, akkor
az n-edik hatszogszamot kapjuk.

14. Igazoljuk, hogy ha az (n + 1)-edik kdzéppontos négyzetszamhoz hozzaadjuk az n-edik haromszogszam kétsze-
resét, akkor az n-edik hatszogszamot kapjuk.

15. Igazoljuk, hogy egy haromszdgszam hatszorosadhoz 1-et adva kézéppontos hatszogszamot kapunk.

16. Adjunk meg egy-egy olyan pitagoraszi szimharmast, amelyben a legnagyobb szam (vagyis a derékszogd ha-
romsz0g atfogojanak hossza): 5, 13, 25, 41, 61, 85.

17. Bizonyitsuk be, hogy a masodiktol kezdve minden kozéppontos négyzetszam egy pitagoraszi szamharmasban
a legnagyobb tag.

18. Hasznaljuk a cikk 3. feladatanak jeloléseit.

a) Adjuk meg a P,Q,R,S, hurtrapéz teriiletét n fliggvényében.

b) Adjuk meg a K,,Q, K, +1Sn+1 deltoid teriiletét n fliggvényében.

19. Megadtunk a cikkben két nem szimmetrikus kor és parabola elrendezést a kivant feltételek mellett. Van-e
tovabbi ilyen elrendezés?

20. A cikkben szerepl6 n-edik nevezetes derékszogd haromszog befogdi a,, b,, az atfogdja pedig c,. Igazak-e
a kovetkezo Osszefiiggések?

@) CpCpn—1 = 2apap-1+ @p + an-1 + 2;

b) CnCp—1 = GnGn—1 + bnbnfl + 13

C) anbnfl + bnanfl +1= ApQn—1 + bnbnfl;

d) ai + afﬁl = 6anay_1 + 2a, + 2a,_1 + 3;

€) 2(ant1 — An) = Cny1 + Cn.

21. Illeszkedik-e végtelen sok racspont az

egyenlettel megadott hiperbolara?

22. Hasznéljuk a cikk 3. feladatanak jeloléseit. Adjuk meg n fiiggvényeként a K,,Q, K, +1S,+1 deltoid keriiletét.
Lehet-e valamelyik deltoid minden oldalhosszdnak mérgszama egész szam?
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